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Notation

• n ≥ 1: 整数
• I = [0, 1]

• D2, B2: 2次元円板
• 滑らかなカテゴリーまたは PLカテゴリーで議論する。
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導入 (1/2)

次数 nのブレイド (braid)
:⇔ σi, σ

−1
i (i = 1, . . . , n − 1)の組み合わせで得られる D2 × I内のタングル次数 nのニット (knit)

:⇔ σi, σ
−1
i , τi (i = 1, . . . , n − 1)の組み合わせで得られる D2 × I内のタングル
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導入 (2/2)

D2 × I: 3次元球体 −→ D2 × B2: 4次元球体
• ブレイド −→ブレイド状曲面 (Rudolph, 1983)

• ニット −→ニット状曲面 (Today!)

事実 (Rudolph, 1983)
F: D2 × B2へ適切に埋め込まれた境界付き曲面
Fはブレイド状曲面と全同位である⇔ Fはリボンである。
主定理
D2 × B2へ適切に埋め込まれた境界付き曲面は、ニット状曲面と全同位である。
−→そのような全ての曲面はチャート表示を持つ！
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チャート (1/3)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
Γ: チャート
h : B2 → [0, 1]: 高さ関数 → S : ニット状曲面

次数 nのチャート (chart, BMW chart)とは、以下の情報を持つ B2上の平面グラフ Γ = (V, E)である：
1. λ : E →

{
σi, τi (i = 1, 2, . . . , n − 1)

}
: ラベリング

2. e ∈ E: 有向な辺⇔ λ(e) = σi.

3. 各頂点の次数は 1, 3, 4, 6のいずれかである。
4. 各頂点に隣接する辺のラベリングは次のいずれかである：
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チャート (2/3)

• 次数 1の頂点

• 次数 3の頂点
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チャート (3/3)

• 次数 4の頂点 (|i − j| ≥ 2)

• 次数 6の頂点 (|i − k| = 1)
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チャートの高さ関数 (1/3)

Γ: 次数 nのチャート
Γτ := (Vτ, Eτ): Γの部分グラフを以下で定める：
• Eτ := λ−1(τ1) ∪ λ−1(τ2) ∪ · · · ∪ λ−1(τn−1).

• Vτ :=
⋃

e∈Eτ ∂e.
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チャートの高さ関数 (2/3)

h : B2 ! [0, 1]: Γの高さ関数 (height function) :⇔

1. ∀t ∈ [0, 1], h−1(t) ≈ I.

2. ∀e ∈ Eτ,∀ t ∈ [0, 1], h−1(t) " e（横断的である）
3. ∀v ∈ Vτ,∃ N ⊂ B2: vの近傍, 0 <∀ ε << 1 s.t.

∣∣∣♯(Nt+ε ∩ Eτ) − ♯(Nt−ε ∩ Eτ)
∣∣∣ ≤ 1

(
t := h(v), Nt := h−1(t) ∩ N

)
.
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チャートの高さ関数 (3/3)

• 高さ関数の例

• 高さ関数でない例
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ニット状曲面の構成 (1/8)

入力：
• Γ: 次数 nのチャート
• h : B2 → [0, 1]: Γの高さ関数

出力：
• βt: D2 × h−1(t)内のニット (t ∈ [0, 1])

→ D2 × B2へ適切に埋め込まれた曲面 S (Γ, h) :=
⋃

t∈[0,1] βtが定まる。
定義
S = S (Γ, h): 次数 nのニット状曲面 (knitted surface, BMW surface)
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ニット状曲面の構成 (2/8)
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ニット状曲面の構成 (3/8)
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ニット状曲面の構成 (3/8)
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ニット状曲面の構成 (4/8)
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ニット状曲面の構成 (4/8)
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ニット状曲面の構成 (5/8)
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ニット状曲面の構成 (5/8)
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ニット状曲面の構成 (6/8)
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ニット状曲面の構成 (6/8)
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ニット状曲面の構成 (7/8)

定義
Γ: 次数 nのチャート, h : B2 → [0, 1]:Γの高さ関数
S = S (Γ, h): 次数 nのニット状曲面 (knitted surface, BMW surface)
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ニット状曲面の構成 (8/8)

定義
Γ: 次数 nのチャート, h : B2 → [0, 1]:Γの高さ関数
S = S (Γ, h): 次数 nのニット状曲面 (knitted surface, BMW surface)

Remark (Kamada, 1992)
S = S (Γ, h)がブレイド状曲面 (braided surface)である
⇔ Γが τでラベル付けされた辺を持たない（または Γτ = ∅）。
主定理
D2 × B2へ適切に埋め込まれた境界付き曲面は、ニット状曲面と全同位である。
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