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X : 有限集合
[ , , ] : X  → X
(X,[ , , ]) : tribracket

3

R : 可換環
A, B : X  → R
β=(A, B) : tribracket bracket

3 ×

L : 有向絡み目, D : L の図式,
C ∈ C  (D) : X-coloring 

a
b

c

[a,b,c] a

b

c
[a,b,c]

Lの不変量
  φ  (L) := Σ   uβ(C)

C ∈ Cx(D)

β
X

計算
・ (2,q)トーラス絡み目について

・　2 橋絡み目について

(A  , B  ) : 普遍 Z/2Z tribracket bracket             (i) (i)

X = Z/2Z
[a,b,c] = a+b-c

X = Z/2Z
[a,b,c] = a+b-c
R : 整域

・φ            (L) = φ            (L') ⇒ J(L) = J(L')(A   , B   )
X

(A   , B   )
X

(5)(5)(5)(5)

・φ             (L) は Jones 多項式より真に強い(A   , B   )
X

(5) (5)

X

(i = 1, … , 5)



Tribracket

定義
Xを空でない集合とする. X上に次の条件を満たす写像
[, , ] : X3→ Xが定まっているとき, Xを tribracketという.

1. 1.1 ∀b, c,d ∈ X, ∃!a ∈ X s.t. [a,b, c] = d,
1.2 ∀a, c,d ∈ X, ∃!b ∈ X s.t. [a,b, c] = d,
1.3 ∀a,b, d ∈ X, ∃!c ∈ X s.t. [a,b, c] = d.

2. ∀a, b, c, d ∈ X,
[c, [a, b, c], [a, c,d]] = [b, [a,b, c], [a, b, d]]
　　　　　　　　 = [d, [a, b, d], [a, c, d]] .

例
X = Z/2Zとし, [, , ] : X3→ Xを [a,b, c] = a+ b− cによって定義
する. このとき, Xは tribracketである.



Tribracket coloring

L : 有向絡み目.
D : Lの図式.
有限 tribracket Xを用いて,以下のルールで Dの領域を coloring
する.

a

b

c

a

c

b

[a,b,c] [a,b,c]

有向絡み目の図式 Dの X-coloringの集合を CX(D)と表す.
Dの X-coloringの数 |CX(D)|は,有向絡み目 Lの不変量である.



Tribracket bracket

定義
Xを tribracket, Rを単位元を持つ可換環とする. 次の条件を満たす
写像 A, B : X3→ R× のペア β := (A, B)を tribracket bracketと
いう.

1. 1.1 ∀a,b, c ∈ Xに対して, δ := −Aa,b,cB−1
a,b,c − A−1

a,b,cBa,b,cはすべて等
しい.

1.2 ∀a,b ∈ Xに対して, w := −A2
a,b,bB−1

a,b,bはすべて等しい.

2. ∀a, b, c, d ∈ Xに対して, 5つの等式を満たす:
2.1 Aa,b,cAc,[a,b,c],[a,c,d]Aa,c,d = Ab,[a,b,c],[a,b,d]Aa,b,dAd,[a,b,d],[a,c,d] .

（他 4つの等式は省略）

ただし, A, Bによる (a, b, c) ∈ X3の像を, Aa,b,c, Ba,b,cと表している.



状態和型不変量

定義
L : 有向絡み目, D : Lの図式, X : 有限 tribracket, C ∈ CX(D),
β : tribracket bracket, k : Dの Kauffman状態内の成分の数,
p : 絡み目の正の交差の数, n : 負の交差の数.

β(D,C) := wn−p
∑
states

∏
(smoothing coefficients)δk.

smoothing smoothingcoefficient coefficient
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例

X = Z/2Z, [a,b, c] = a+ b− c, (D,C) =

1

10 0

このとき, β(D,C)は次のように計算される.

1

10 0

A

B B

0,1,0

0,1,0

B B0,1,0

0,0,1

0,0,1

0,0,1

0,0,1A

A A0,1,0

(D,C) = δ = −Aa,b,cB−1
a,b,c − A−1

a,b,cBa,b,c

w = −A2
a,b,bB−1

a,b,b

β(D,C) =
w−2(A0,1,0A0,0,1δ

2 + A0,1,0B0,0,1δ + B0,1,0A0,0,1δ + B0,1,0B0,0,1δ
2).



定義 (再掲)
L : 有向絡み目, D : Lの図式, X : 有限 tribracket, C ∈ CX(D),
β : tribracket bracket, k : Cの Kauffman状態内の成分の数,
p : 絡み目の正の交差の数, n : 負の交差の数.

β(D,C) := wn−p
∑
states

∏
(smoothing coefficients)δk.

定理 (Aggarwal–Nelson–Rivera 2020)
β(D,C)は, X-colored Reidemeister moveによって変化しない.

系
X : tribracket, β : tribracket bracket,
L : 有向絡み目, D : Lの図式.
”多項式” ΦβX(L) =

∑
C∈CX(D)

uβ(D,C) は, Lの不変量である.



(2,q)トーラス絡み目の状態和型不変量

X = Z/2Z, [a,b, c] = a+ b− c,

・・・・

ｑ個の交差
a
b c

: 有向 (2,q)トーラス絡み目 T(2, q)の図式.

定理
(1) q :奇数のとき
Φ
β
X(T(2, q)) =

∑
a,b∈X

uw−q((Aαa,b,b+Bαa,b,bδ)
qα+Aq

a,b,bδ
2−Aq

a,b,b)

ただし,交差が正のとき α = 1,交差が負のとき α = −1.



(2)・q :偶数 > 0かつ交差が正
・q :偶数 < 0かつ交差が負　のとき

Φ
β
X(T(2,q)) =

∑
a,b,c∈X

uw−q((Aαa,b,c+Bαa,b,cδ)
q
2 α(Aαa,c,b+Bαa,c,bδ)

q
2 α+A

q
2
a,b,cA

q
2
a,c,bδ

2−A
q
2
a,b,cA

q
2
a,c,b)

ただし,交差が正のとき α = 1,交差が負のとき α = −1.

(3)・q :偶数 > 0かつ交差が負
・q :偶数 < 0かつ交差が正　のとき

Φ
β
X(T(2,q)) =∑

a,b,c∈X
uwq((Aα[a,b,c],b,cδ+Bα[a,b,c],b,c)

− q
2 α(Aα[a,b,c],c,bδ+Bα[a,b,c],c,b)−

q
2 α+B

− q
2

[a,b,c],b,cB
− q

2
[a,b,c],c,bδ

2−B
− q

2
[a,b,c],b,cB

− q
2

[a,b,c],c,b)

ただし,交差が正のとき α = 1,交差が負のとき α = −1.



証明 (1).
・q :奇数 > 0のとき

β(D,C) = w−q(Aq
a,b,bδ

2 +
q∑

l=1

(
q
l

)
Aq−l

a,b,bBl
a,b,bδ

l)

　　 = w−q((Aa,b,b + Ba,b,bδ)q + Aq
a,b,bδ

2 − Aq
a,b,b)

・q :奇数 < 0のとき

β(D,C) = w|q|((A−1
a,b,b)|q|δ2 +

|q|∑
l=1

(|q|
l

)
(A−1

a,b,b)|q|−l(B−1
a,b,b)lδl)

　　 = w|q|((A−1
a,b,b + B−1

a,b,bδ)
|q| + (A−1

a,b,b)|q|δ2 − (A−1
a,b,b)|q|)

　　 = w−q((A−1
a,b,b + B−1

a,b,bδ)
−q + Aq

a,b,bδ
2 − Aq

a,b,b)

よって,交差が正のとき α = 1,交差が負のとき α = −1とすると,
β(D,C) = w−q((Aαa,b,b + Bαa,b,bδ)

qα + Aq
a,b,bδ

2 − Aq
a,b,b).

したがって,
Φ
β
X(T(2, q)) =

∑
a,b∈X

uw−q((Aαa,b,b+Bαa,b,bδ)
qα+Aq

a,b,bδ
2−Aq

a,b,b).



2橋絡み目の状態和型不変量

X = Z/2Z, [a,b, c] = a+ b− cとする.

2橋絡み目についても, ΦβX(L)の計算を行っている.

現状：

・・・・

・・・・

n個の交差

m個の交差

については計算できた.

今後：
一般の 2橋絡み目について計算する.



X : 有限集合
[ , , ] : X  → X
(X,[ , , ]) : tribracket

3

R : 可換環
A, B : X  → R
β=(A, B) : tribracket bracket

3 ×

L : 有向絡み目, D : L の図式,
C ∈ C  (D) : X-coloring 

a
b

c

[a,b,c] a

b

c
[a,b,c]

Lの不変量
  φ  (L) := Σ   uβ(C)

C ∈ Cx(D)

β
X

計算
・ (2,q)トーラス絡み目について

・　2 橋絡み目について

(A  , B  ) : 普遍 Z/2Z tribracket bracket             (i) (i)

X = Z/2Z
[a,b,c] = a+b-c

X = Z/2Z
[a,b,c] = a+b-c
R : 整域

・φ            (L) = φ            (L') ⇒ J(L) = J(L')(A   , B   )
X

(A   , B   )
X

(5)(5)(5)(5)

・φ             (L) は Jones 多項式より真に強い(A   , B   )
X

(5) (5)

X

(i = 1, … , 5)



Rを整域としたときの tribracket bracket

以下, X = Z/2Z, [a,b, c] = a+ b− c, Rは整域とする.

命題
R= Z/5Zのとき, tribracket bracket (A, B)の数は 3072.
R= Z/7Zのとき, tribracket bracket (A, B)の数は 28512.

注意
Tribracket bracket (A, B)は次のように行列で表すこともできる.

A :

((
A0,0,0 A0,0,1

A0,1,0 A0,1,1

) (
A1,0,0 A1,0,1

A1,1,0 A1,1,1

))
B :

((
B0,0,0 B0,0,1

B0,1,0 B0,1,1

) (
B1,0,0 B1,0,1

B1,1,0 B1,1,1

))



Tribracket bracket (A, B)を以下の type 1から type 5に分類できる.

・type 1　 A(1) :

((
x1 x2

x3 x1

) (
x1 x4

x2x3x−1
4 x1

))
　　　　　 B(1) :

((
x5 x−1

1 x2x5

x1x3x−1
5 x5

) (
x5 x1x4x−1

5
x−1

1 x2x3x−1
4 x5 x5

))
・type 2　 A(2) :

((
x1 x2

x3 x3
1x−2

5

) (
x3

1x−2
5 x4

x2x3x−1
4 x1

))
　　　　　 B(2) :

((
x5 x−1

1 x2x5

x1x3x−1
5 x4

1x−3
5

) (
x4

1x−3
5 x1x4x−1

5
x−1

1 x2x3x−1
4 x5 x5

))
・type 3　 A(3) :

((
x1 x2

x3 x1

) (
x1 x4

x2x3x−1
4 x1

))
　　　　　 B(3) :

((
x5 x1x2x−1

5

x−1
1 x3x5 x5

) (
x5 x−1

1 x4x5

x1x2x3x−1
4 x−1

5 x5

))
・type 4　 A(4) :

((
x1 x2

x3 x3
1x−2

5

) (
x3

1x−2
5 x4

x2x3x−1
4 x1

))
　　　　　 B(4) :

((
x5 x1x2x−1

5

x−1
1 x3x5 x4

1x−3
5

) (
x4

1x−3
5 x−1

1 x4x5

x1x2x3x−1
4 x−1

5 x5

))
・type 5　 A(5) :

((
x1 x2

x3 x1

) (
x1 x4

x2x3x−1
4 x1

))
　　　　　 B(5) :

((
x5 x−1

1 x2x5

x−1
1 x3x5 x5

) (
x5 x−1

1 x4x5

x−1
1 x2x3x−1

4 x5 x5

))



この x1, . . . , x5を変数化し, A(i), B(i) : X3→ Z[x±1
1 , . . . , x

±1
5 ] とみなす.

定理 (普遍性)
(A(i), B(i)) : type i の tribracket bracket (i ∈ {1, . . . ,5}).
R : 整域, A, B : X3→ R, (A, B) : tribracket bracket
⇒ ∃ f : Z[x±1

1 , . . . , x
±1
5 ] → R, ∃i s.t. (A, B) = ( f ◦ A(i), f ◦ B(i)).

系
L, L′ : 絡み目, (A(i), B(i)) : tribracket bracket (i = 1, . . . , 5).

∀i ∈ {1, . . . , 5}, Φ(A(i),B(i))
X (L) = Φ(A(i),B(i))

X (L′)

⇒ ∀(A, B), Φ(A,B)
X (L) = Φ(A,B)

X (L′).

命題
K,K′ : 結び目, J(K) : K の Jones多項式.
∀i ∈ {1, . . . , 5},
Φ

(A(i),B(i))
X (K) = Φ(A(i),B(i))

X (K′) ⇐⇒ J(K) = J(K′).



命題
L, L′ : 絡み目.
Φ

(A(5),B(5))
X (L) = Φ(A(5),B(5))

X (L′)⇒ J(L) = J(L′).

定理
type 5の tribracket bracketを使った不変量は Jones多項式より真
に強い.

(証明)

L1 = 　 L2 = 　に対し,

J(L1) = J(L2) (Thistlethwaite 2001).

Φ
(A(5),B(5))
X (L1) , Φ(A(5),B(5))

X (L2).


