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概要
2 成分絡み目の図式が与えられたとき，片方の結び目が，もう片方の結び目の正則
近傍のメリディアンとアンビエントイソトピックであるかを判定する問題を，結び
目正則近傍のメリディアン判定問題と呼ぶ．本稿では，この問題がクラス NP に属
することを紹介する．

1 導入
任意の問題に対する入力は，有限長の文字列として表現されていることを仮定する．あ
る文字列が入力として与えられたときに，“Yes” か “No” を出力する問題を判定問題と呼
ぶ．A を判定問題，文字列 s を A の入力としたときの A の出力を A(s) で表す．判定
問題 A が NP に属するとは，ある決定性多項式時間 Turing 機械 M が存在して，任意
の入力 s に対して，A(s) が “Yes” であるとき，かつそのときに限り s の文字数に対して
多項式長の文字列 ws が存在し，M が (s, ws) を受理するときをいう．また，ws を 入力
s に対する証拠と呼ぶ．後述する結び目の自明性判定問題や，絡み目 L ⊂ S3 が分離可能
かどうかを判定する問題など，結び目や絡み目に関するいくつかの問題は NP に属するこ
とが証明されている ([2])．
L = K1 ∪K2 を 3 次元球面 S3 内の 2 成分絡み目とする．S3 内に適切に埋め込まれ
た円盤 δ で，∂δ = K1 かつ δ と K2 の交わりは横断的で，かつ |δ ∩K2| = 1 を満たすも
のが存在するとき，K1 は K2 のメリディアンであるという．

定義 1. D を 2 成分絡み目 L = K1 ∪K2 ⊂ S3 の図式とする．D を入力として，K1 が
K2 のメリディアンかどうかを判定する問題を結び目正則近傍のメリディアン判定問題と
呼ぶ．

L ⊂ S3 を n 成分絡み目，D を L の図式，c を D の交点数とする．このとき，n+ c−1

を D の crossing measure と呼ぶ．絡み目図式を入力とする問題の計算量は，その図
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式の crossing measure に関する関数で測る．詳しくは [2] を参照されたい．一方で，結
び目正則近傍のメリディアン判定問題の入力 D は 2 成分絡み目の図式であるので，c を
D の交点数としたとき，D の crossing measure は c+ 1 である．したがって，結び目正
則近傍のメリディアン判定問題の計算量は，入力の図式 D の交点数に関する関数で測る
こととする．
本稿では，次の定理が成り立つことを証明する．

定理 1. 結び目正則近傍のメリディアン判定問題は NP に属する．

2 単体分割と normal surface

2.1 単体分割
∆ = {∆1, . . . ,∆n} を R3 内の互いに交わらない n 個の四面体の集合とする．四面体

∆i の面 σ から，四面体 ∆j の面 σ′ (σ ̸= σ′) へのアフィン写像を ∆ 上の 貼り合わせ写
像と呼ぶ．F を ∆ 上の貼り合わせ写像の集合で，各四面体の各面が高々 1 回のみ現れる
ものとする．このとき，T = (∆,F) を単体分割と呼ぶ．また，∪n

i=1 ∆i を各貼り合わせ
写像 f ∈ F で貼り合わせて得られる空間を |T | と表し，|T | が 3次元多様体 M と同相で
あるとき，T を M の単体分割と呼ぶ．T = (∆,F) を M の単体分割とし，h : |T | → M

を同相写像とする．以降，記号の濫用ではあるが，∆i ⊂ |T | の h による像 h(∆i) ⊂ M

を単に ∆i と表す．さらに，n を T の四面体数と呼ぶ．

2.2 Normal surface

三角形 σ に適切に埋め込まれた弧が，σ の異なる 2 辺の内部を繋ぐとき，その弧を σ

の elementary arc と呼ぶ．また，2 つの elementary arc a, a′ ⊂ σ が同じタイプであ
るとは，σ の任意の辺 e について，a∩ e ̸= ∅ であるとき，かつそのときに限り a′ ∩ e ̸= ∅
であるときをいう．四面体 ∆i に適切に埋め込まれた円盤 D の境界 ∂D が，3 本，また
は 4 本の elementary arc から構成されるとき，D を ∆i の elementary disk と呼ぶ．
また，四面体 ∆i 内の 2 つの elementary disk D,D′ が同じタイプであるとは，∆i の任
意の辺 e に対して，e ∩ D ̸= ∅ であるとき，かつそのときに限り e ∩ D′ ̸= ∅ であると
きをいう．図 1 に示すように，四面体内には，7 タイプの elementary disk が存在する．
M をコンパクトな 3 次元多様体，S を M に適切に埋め込まれた曲面とし，T = (∆,F)

を M の単体分割とする．任意の四面体 ∆i ⊂ M に対して，S ∩∆i が elementary disk
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図 1 四面体内の 7 つのタイプの elementary disk．

の非交和であるとき，S を T に関する normal surface と呼ぶ．また，T に関する
normal surface S と T の 1 骨格 T (1) との共通部分の成分数を S の weight と呼び，
wt(S) と表す．さらに，S ⊂ M とイソトピックな任意の normal surface S′ ⊂ M に対
して，wt(S) ≤ wt(S′) が成り立つとき，S は least weight であるという．

補題 1 ([4]). M をコンパクトで既約かつ境界既約な 3 次元多様体，S を M に適切に埋
め込まれた圧縮不可能かつ境界圧縮不可能な曲面とする．このとき， M の任意の単体分
割 T に対して，T に関する normal surface で S とイソトピックなものが存在する．

M をコンパクトな 3 次元多様体，T = (∆,F) を四面体数が nの M の単体分割とす
る．S ⊂ M を T に関する normal surface としたとき，T の各四面体ごとに各タイプ
の elementary disk の数を数えることで，整数ベクトル v(S) ∈ Z7n が得られる．この
整数ベクトルを S のベクトル表現と呼ぶ．S, S1, S2 を T に関する normal surface とす
る．これらの normal surface が v(S) = v(S1) + v(S2) を満たすとき，S を S1 と S2

の和と呼び，S1 +S2 で表す．また，normal surface S と自然数 m ∈ N−{0} に対して，
mS =

∑m
i=1 S と定める．

補題 2 (Jaco–Tollefson [3]). M をコンパクトで既約かつ境界既約な 3 次元多様体とし，
T を M の単体分割とする．S ⊂ M を T に関する normal surface で，球面でも円盤で
もなく，least weight なものとする．さらに，自然数 m ∈ N−{0} と T に関する normal

surface S1, S2 ⊂ M が存在して，mS = S1 + S2 が成り立つとする．このとき，S が M

内で 2-sided かつ圧縮不可能かつ境界圧縮不可能ならば，S1, S2 も圧縮不可能かつ境界圧
縮不可能である．さらに，S1, S2 は球面でも円盤でもない．

T = (∆,F) を 3 次元多様体 M の四面体数 n の単体分割とし，x = (x1, . . . , x7n) ∈
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Z7n を整数ベクトルとする．一般には，T に関する normal surface で x に対応するもの
が存在するとは限らないが，以下の 3 条件を満たすことと，T に関する normal surface

S が存在して x = v(S) となることが同値である．詳しくは，[1, 2] を参照されたい．1

つ目の条件は，任意の i ∈ {1, . . . , 7n} に対して xi ≥ 0 を満たすことである．2 つ目の
条件は，隣り合う四面体に含まれる全ての elementary disk がそれらの辺で貼り合わされ
ることである．以下でこの条件について詳しく説明する．f : σ → σ′ を ∆ 上の貼り合わ
せ写像とし，σ ⊂ ∆i かつ σ′ ⊂ ∆j とする．a を σ 内の elementary arc としたとき，2

タイプの elementary disk Di1 , Di2 ⊂ ∆i が存在して，Di1 ∩ σ と Di2 ∩ σ は a と同じ
タイプの elementary arc となる．Di1 と Di2 のタイプに対応する x ∈ Z7n の成分をそ
れぞれ xi1 , xi2 とする．同様に，2 タイプの elementary disk Dj1 , Dj2 ⊂ ∆j が存在し
て，Dj1 ∩ σ′ と Dj2 ∩ σ′ は f(a) と同じタイプの elementary arc となる．Dj1 と Dj2

のタイプに対応する x の成分をそれぞれ xj1 , xj2 とする．このとき，f による四面体の
面の貼り合わせで，それぞれの四面体内の elementary disk が貼り合わされているなら
ば，xi1 + xi2 = xj1 + xj2 が成り立つ．T の貼り合わせ写像は最大で 2n 個存在し，1 つ
の三角形には 3 タイプの elementary arc が存在するので，T に含まれる任意の隣り合う
2 つの四面体に含まれる elementary disk が貼り合わされるためには，最大で 6n 個の等
式を満たす必要がある．これらの等式を T の matching 連立方程式と呼び，その係数
行列 AT を T の matching 行列と呼ぶ．2 つ目の条件は，x が T の matching 連立方
程式 AT x = 0 を満たすことである．3 つ目の条件は，T の任意の四面体 ∆i について，
∆i 内に含まれる四面体が高々 1 タイプであることである．整数ベクトル x ∈ Z7n がこ
れらの条件を満たすとき，かつそのときに限り T に関する normal surface S が存在し
て，v(S) = x を満たす．
M をコンパクトな 3 次元多様体，T を n 個の四面体からなる M の単体分割とする．

AT を T の matching 行列とする．このとき，AT の核と {xi ∈ R7n | xi ≥ 0} ⊂ R7n

の共通部分として定義される R7n の部分空間 CT ⊂ R7n を T の Haken normal cone

と呼ぶ．T に関する normal surface S ⊂ M が vertex surface であるとは，S が連結
かつ M 内で 2-sided であり，そのベクトル表現 v(S) ∈ R7n が CT の 1 次元の辺上にあ
るときをいう．T に関する任意の normal surface S のベクトル表現 v(S) は CT の元で
あるので，ある自然数 m ∈ N − {0} と有限個の vertex surface V1, . . . , Vk が存在して，
mv(S) = V1 + · · ·+ Vk とかける．
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3 結び目正則近傍のメリディアン判定問題の証拠
L = K1 ∪K2 ⊂ S3 を有向 2 成分絡み目とし，D を L の図式とする．K1 と K2 から
なる全ての交点の符号の和を 2 で割って得られる値を D の絡み数と呼ぶ．また，絡み数
は L の図式の取り方によらないので，L のある図式に対する絡み数を L の絡み数 と呼
び，lk(L) と表す．絡み数は，有向絡み目に対する不変量であるが，その絶対値は各成分
の向きの付け方によらずに定まる．したがって，向きのついていない絡み目 L ⊂ S3 につ
いても，L の各成分にある向きを定めたときの絡み数の絶対値を |lk(L)| で表す．

補題 3. L = K1∪K2 ⊂ S3 を 2 成分絡み目とし，E(L) = S3− intN(L) を L の外部空間
とする．このとき，K1 が K2 のメリディアンであるための必要十分条件は，|lk(L)| = 1

かつ K1 が自明結び目であり，かつ本質的アニュラス A ⊂ E(L) で A ∩ ∂N(K1) ̸= ∅ か
つ A ∩ ∂N(K2) ̸= ∅ を満たすものが存在することである．

証明. K1 が K2 のメリディアンであると仮定する．このとき，円盤 δ ⊂ S3 が存在し
て，∂δ = K1 かつ |δ ∩ K2| = 1 を満たす．したがって， |lk(L)| = 1 かつ K1 は自
明絡み目である．また，A = δ ∩ E(L) とすれば，A は E(L) 内の本質的アニュラスで
A ∩ ∂N(K1) ̸= ∅ かつ A ∩ ∂N(K2) ̸= ∅ を満たす．
次に，|lk(L)| = 1 かつ K1 が自明結び目であり，かつ本質的アニュラス A ⊂ E(L)

で A ∩ ∂N(K1) ̸= ∅ かつ A ∩ ∂N(K2) ̸= ∅ を満たすものが存在すると仮定する．まず，
A ∩ ∂N(K2) が N(K2) のメリディアンであると仮定する．このとき，円盤 δ′ ⊂ N(K2)

で ∂δ′ ⊂ ∂A を満たすものが存在する．また，A は E(K) において本質的であるので，
∂A∩∂N(K1) は ∂N(K1) において本質的であり，∂(A∪δ′) = ∂A∩∂N(K1) も ∂N(K1)

において本質的である．したがって，A ∪ δ′ は E(K1) = S3 − intN(K1) 内の本質的円
盤であり，A ∪ δ′ を E(K1) 内のイソトピーで変形することで ∂(A ∪ δ′) と N(K1) の
メリディアンが一点のみで交わるようにできる．よって，円盤 δ ⊂ S3 で ∂δ = K1 かつ
|δ ∩K2| = 1 を満たすものが存在することが分かる．ゆえに，K1 は K2 のメリディアン
である．
次に，A ∩ ∂N(K2) が N(K2) のメリディアンではないとする．仮定から K1 は自明
結び目であるので，E(K1) = S3 − intN(K1) はソリッドトーラスである．このとき，
|lk(L)| = 1かつ，本質的アニュラス A ⊂ E(L)で A∩∂N(K1) ̸= ∅かつ A∩∂N(K2) ̸= ∅
かつ A∩ ∂N(K2) は N(K2) のメリディアンではないものが存在するので，K2 はソリッ
ドトーラス E(K1) のコアである ([5])．ここで，ソリッドトーラス V = D2 × S1 内の結

68 研究集会「結び目の数理VI」報告集



び目 K が V のコアであるとは，x を D2 の内部の点としたときに，K が {x} × S1 と
アンビエントイソトピックなときをいう．K2 はソリッドトーラス E(K1) のコアである
ので，本質的円盤 δ′ ⊂ E(K1) で K2 と一点で交わるものが存在する．したがって，K1

は K2 のメリディアンである．

補題 3 より，2 成分絡み目 L = K1 ∪K2 ⊂ S3 の図式 D が与えられたとき，K1 が
K2 のメリディアンであることを確かめるためには，|lk(L)| = 1 かつ K1 が自明結び目で
あり，かつ本質的アニュラス A ⊂ E(L) で A ∩ ∂N(K1) ̸= ∅ かつ A ∩ ∂N(K2) ̸= ∅ を
満たすものが存在することを確かめればよい．有向絡み目 L ⊂ S3 の図式 D が与えられ
たとき，L の絡み数 lk(L) は，D の各交点の符号を足し合わせて 2 で割ることで得られ
る．したがって，lk(L) は D の交点数に対して多項式時間で計算できる．よって，向き
のついていない絡み目 L ⊂ S3 の図式 D が与えられたとき，|lk(L)| は D の交点数に対
して多項式時間で計算可能であり，1 つ目の条件は多項式時間で判定することができる．
結び目 K ⊂ S3 の図式 D が与えられたときに，K が自明結び目かどうか判定する問題
を結び目の自明性判定問題と呼ぶ．次の定理より，2 つ目の条件を判定する問題はクラス
NP に属することがわかる．

定理 2 (Hass–Lagarias–Pippenger [2]). 結び目の自明性判定問題はクラス NPに属する．

以上より，結び目正則近傍のメリディアン判定問題が NP に属することを証明するた
めには，|lk(L)| = 1 かつ K1 が自明結び目のときに，本質的アニュラス A ⊂ E(L) で
A ∩ ∂N(K1) ̸= ∅ かつ A ∩ ∂N(K2) ̸= ∅ を満たすものが存在するかどうかを判定する問
題が，NPに属することを示せばよい．以下では，そのようなアニュラス A が存在するな
らば，A は L の図式 D の交点数に関して多項式長で符号化できることを示す．

補題 4 (Hass–Lagarias–Pippenger [2]). L ⊂ S3 を絡み目，D を L の図式とし，D の交
点数を c とする．このとき，D を入力として受け取り，L の外部空間の単体分割 TL を
出力する多項式時間アルゴリズムが存在する．また，TL の四面体数は高々 O(c) である．

補題 5 (Hass–Lagarias–Pippenger [2]). T を 3次元多様体M の単体分割で，四面体数が
nのものとする．また，S を T に関する vertex surfaceとし，v(S) = (x1, . . . , x7n) ∈ Z7n

を S のベクトル表現とする．このとき，任意の i について，xi ≤ 27n−1 が成り立つ．

補題 5 より，四面体数が n の単体分割 T に関する vertex surface S のベクトル表
現は，n に関して多項式長の文字列で表現できることがわかる．さらに，D を絡み目
L ⊂ S3 の交点数 c の図式とし，TL を補題 4 のアルゴリズムにより得られる L の外部空
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間 E(L) の単体分割とすると，TL に関する vertex surface S ⊂ E(L) は，交点数 c に関
して多項式長の文字列で表現できることがわかる．

補題 6. L = K1 ∪K2 ⊂ S3 を 2 成分絡み目とし，K1 は K2 のメリディアンであるとす
る．E(L) を L の外部空間とし，F を E(L) に適切に埋め込まれたアニュラスとする．
このとき，∂F ⊂ ∂N(K1) ならば，F は圧縮可能であるか，または境界圧縮可能である．

証明.

F は圧縮不可能かつ境界圧縮不可能であると仮定する．∂F の成分で，∂N(K1) にお
いて非本質的なものが存在すると，F は圧縮可能である．したがって，∂F の各成分は
∂N(K1) において本質的である．
補題 3 より，K1 は自明結び目であるので，E(K1) = S3 − intN(K1) はソリッドトー
ラスである．したがって，F は E(K1) において境界平行であり，F と ∂E(K1) の一
部はソリッドトーラス V ⊂ E(K1) を張る．もし K2 ̸⊂ V ならば，F は E(L) におい
ても境界平行であるが，これは F が境界圧縮不可能であることに矛盾する．したがっ
て，K2 ⊂ V である．K1 は K2 のメリディアンであるので，円盤 δ ⊂ S3 が存在して，
∂δ = K1 かつ |δ∩K2| = 1 を満たす．A = δ∩E(L) とする．F と A は横断的に交わり，
かつ |F ∩A| が最小になるように A を E(L) 内のイソトピーで変形する．|lk(L)| = 1 で
あるので，∂F の各成分は E(K1) をロンジチュード方向に 1 回だけ回っている．した
がって，∂F ∩ ∂A ̸= ∅ であり，弧 α ⊂ F ∩ A が存在する．∂F ⊂ ∂N(K1) より，α は
∂A の同じ成分を繋ぐ．よって，α と ∂A の一部は円盤 DA ⊂ A を張る．
DA ∩ F に円周が存在すると仮定する．β ⊂ DA ∩ F を DA における最も内側の円周
とする．F は E(L) において圧縮不可能なので，β は F において円盤 DF ⊂ F を張る．
intDF ∩ intDA = ∅ であるので，DF ∪DA は E(L) に適切に埋め込まれた 2 次元球面
である．|lk(L)| = 1 より，E(L) は既約であるので，DF ∪ DA ⊂ E(L) は 3 次元球体
B ⊂ E(L) を張る．よって，B に沿ったイソトピーで F ∩A の成分数を減らすことがで
きるが，これは |F ∩A| の最小性に矛盾する．したがって，DF ∩A に円周は存在しない．
α を A における最も外側の弧に取り直し，α と ∂A の一部が張る円盤を再び DA ⊂ A

とする．F は境界圧縮不可能であるので，α は F において非本質的であり，α と ∂F

の一部は円盤 DF ⊂ F を張る．DA ∪ DF は E(L) に適切に埋め込まれた円盤であり，
|lk(L)| = 1 より E(L) は既約かつ境界既約であるので，∂(DA ∪DF ) は ∂E(L) において
円盤 D′ ⊂ ∂E(L) を張る．E(L) の既約性から，DA∪DF ∪D′ は 3 次元球体 B ⊂ E(L)

を張る．したがって，B に沿ったイソトピーで F ∩A の成分数を減らすことができるが，
これは |F ∩ A| の最小性に矛盾する．以上より，F は圧縮可能であるか，境界圧縮可能
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である．

補題 7. L = K1 ∪ K2 ⊂ S3 を 2 成分絡み目とし，TL を L の外部空間 E(L) の単体
分割とする．このとき，K1 が K2 のメリディアンならば，T に関する vertex surface

A ⊂ E(L) で，かつ A は本質的アニュラスで，A ∩ ∂N(K1) ̸= ∅ かつ A ∩ ∂N(K2) ̸= ∅
を満たすものが存在する．

証明. K1 は K2 のメリディアンであると仮定する．補題 3 より，本質的アニュラス
A ⊂ E(L) で A ∩ ∂N(K1) ̸= ∅ かつ A ∩ ∂N(K2) ̸= ∅ を満たすものが存在する．
補題 1 より，TL に関する normal surface で A とイソトピックなものが存在するの
で，その normal surface を改めて A とおく．このとき，自然数 m ∈ N − {0} と TL
に関する vertex surface V1, . . . , Vk が存在して，mA = V1 + · · · + Vk とかける．A

は圧縮不可能かつ境界圧縮不可能なので，補題 2 より，任意の i について Vi は円
盤でも球面でもなく，圧縮不可能かつ境界圧縮不可能である．したがって，任意の i

について χ(Vi) ≤ 0 が成り立つ．ただし，χ(Vi) は Vi の Euler 標数を表す．また，
0 = χ(mA) = χ(V1 + · · · + Vk) = χ(V1) + · · · + χ(Vk) より，任意の i について，
χ(Vi) = 0 である．Vertex surface は E(L) 内で 2-sided であることに注意すると，任意
の i について Vi はアニュラスかトーラスのどちらかである．特に，A ∩ ∂N(K1) ̸= ∅ で
あるので，アニュラスである vertex surface Vj で，Vj ∩ ∂N(K1) ̸= ∅ を満たすものが存
在する．∂Vj ⊂ ∂N(K1) を仮定すると，補題 6 より，Vj は圧縮可能または境界圧縮可能
であるが，これは Vj が圧縮不可能かつ境界圧縮不可能であることに矛盾する．したがっ
て，Vj ∩ ∂N(K1) ̸= ∅ かつ Vj ∩ ∂N(K2) ̸= ∅ が成り立つ．

以上の準備のもと，定理 1 の証明を行う．

定理 1. 結び目正則近傍のメリディアン判定問題はクラス NP に属する．

証明. L = K1∪K2 を 2成分絡み目とし，D を Lの交点数 cの図式とする．補題 3より，
K1 が K2 のメリディアンであるための必要十分条件は，|lk(L)| = 1 かつ K1 が自明結び
目であり，かつ本質的アニュラス A ⊂ E(L) で A ∩ ∂N(K1) ̸= ∅ かつ A ∩ ∂N(K2) ̸= ∅
を満たすものが存在することである．前述したように，|lk(L)| は交点数に対して多項
式時間で計算可能であり，結び目の自明性判定問題はクラス NP に属する．したがっ
て，|lk(L)| = 1 かつ K1 が自明結び目であるときに，本質的アニュラス A ⊂ E(L) で
A ∩ ∂N(K1) ̸= ∅ かつ A ∩ ∂N(K2) ̸= ∅ を満たすものが存在するかどうかを判定する問
題が NP に属することを示せばよい．
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|lk(L)| = 1 かつ K1 が自明結び目であることを仮定する．補題 4 より，D が与えら
れたときに，L の外部空間 E(L) の単体分割 TL を出力する多項式時間アルゴリズムが
存在する．また，TL の四面体数 n は高々 O(c) である．E(L) に適切に埋め込まれた
本質的アニュラスで，E(L) の両方の境界と交わるものが存在すること，すなわち，K1

は K2 のメリディアンであることを仮定する．補題 7 より，TL に関する vertex surface

A ⊂ E(L) で，A は本質的アニュラスかつ，A ∩ ∂N(K1) ̸= ∅ かつ A ∩ ∂N(K2) ̸= ∅ を
満たすものが存在する．v(A) を A のベクトル表現とする．ベクトル xF ∈ Z7n と TL を
受け取り，xF が TL に関する normal surface F を表し，かつ F は E(L) 内の本質的ア
ニュラスで F ∩ ∂N(K1) ̸= ∅ かつ F ∩ ∂N(K2) ̸= ∅ を満たすかどうかを判定する多項式
時間アルゴリズムが存在する ([5])．また，A は TL に関する vertex surface なので，補
題 5 より，v(A) は c に対して多項式長の文字列で表現できる．したがって，この問題は
NP に属する．以上より，結び目正則近傍のメリディアン判定問題はクラス NP に属す
る．
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