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概 要
L を 3 次元多様体 M 内の絡み目とする. (M,L; Σ) が (M,L) の (g, n)-分解
であるとは, M = V1 ∪Σ V2 が種数 g の Heegaard 分解であり, Heegaard 曲面
Σ が L を 2 つの自明な n-タングルに分解するときをいう. この分解を保つ写
像類群, すなわち 3 対 (M,V1, L) を保つ M の向き保存自己同相写像のイソト
ピー類を, この (g, n)-分解 (M,L; Σ) の Goeritz 群とよぶ. 本稿では, 結び目の
(1, 1)-分解の Goeritz 群を決定する.

1 橋分解とその Goeritz 群
はじめに, 本稿で使用する記号と設定をまとめる. 多様体内の曲線や円盤は, 交わりが

最小の位置にあるものとする. 単純閉曲線 c に沿った Dehn twist を τc と書く. 曲面上
の単純閉曲線 (のイソトピー類) c1, c2 に対して, c1 と c2 の幾何的交点数を ι(c1, c2) と書
く. 曲面上の有向単純閉曲線 c1, c2 に対して, c1 と c2 の代数的交点数を ι̂(c1, c2) と書く.

1.1 橋分解
任意の向き付け可能な閉 3 次元多様体 M は, ある閉曲面 Σ で切り開くことにより 2

つのハンドル体 V1, V2 に分解することができる. この分解 M = V1 ∪Σ V2 を (V1, V2; Σ)

と書き, M の Heegaard 分解とよぶ. また, 閉曲面 Σ の種数をこの分解 (V1, V2; Σ) の
種数とよぶ.

定義 1.1 (タングル). V を種数 g のハンドル体とする. V に適切に埋め込まれた n 本
の弧 T1 ∪ T2 ∪ · · · ∪ Tn を n-タングルとよぶ. n-タングル T1 ∪ T2 ∪ · · · ∪ Tn が自明
であるとは, 各 i に対して, 円盤 Di ⊂ V が存在して, Ti ⊂ ∂Di, ∂Di − Ti ⊂ ∂V かつ
Di ∩Dj = ∅ (i 6= j) が成り立つときをいう. このとき, (D1, D2, . . . , Dn) を n-タングル
T1 ∪ T2 ∪ · · · ∪ Tn の canceling 円盤とよぶ.

Heegaard 分解とタングルの自明性を用いて, 絡み目の橋分解が次のように定義される.

定義 1.2 (橋分解). M を向き付け可能な閉 3 次元多様体とし, L を M 内の絡み目と
する. (V1, V2; Σ) を多様体 M の種数 g の Heegaard 分解とする. V1 ∩ L が V1 内の
自明な n-タングルであり, V2 ∩ L が V2 内の自明な n-タングルであるとき, この分解
(M,L) = (V1, V1 ∩L)∪Σ (V2, V2 ∩L) を L の (一般化された)橋分解または (g,n)-分解
とよぶ. この橋分解を (M,L; Σ) とも書く.

M を向き付け可能な閉 3 次元多様体とし, K を M 内の結び目とする. ∂D = K と
なる M 内の円盤 D が存在するとき, K を自明な結び目とよぶ. K ⊂ Σ となる M
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の種数 1 の Heegaard 曲面 Σ が存在するとき, K をトーラス結び目とよぶ. 外部空間
M − Int(Nbd(K)) がソリッドトーラスであるとき, K を M のコア結び目とよぶ.

1.2 橋分解の距離
Σg,k を 種数 g の k 個穴あき向き付け可能閉曲面とする. Σg,k の曲線グラフを C(Σg,k)

と書く. C(Σg,k) が空でなく, 連結であるための必要十分条件は, 3g − 4 + k > 0 である
(例えば [3] を参照のこと). このとき, C(Σg,k) 上の距離 dC(Σg,k) が

dC(Σg,k)(x, y) := min{C(Σg,k) の辺の長さを 1 としたときの x と y を結ぶ道の長さ}

により定まる.

定義 1.3 (橋分解の距離). (g, n) 6= (0, 1), (0, 2) とする. M を向き付け可能な閉 3 次元
多様体とし, L を M 内の絡み目とする. (M,L; Σ) を (g, n)-分解とするとき, 種数 g の
2n 個穴あき閉曲面を Σ′ := Σ − L で定義する. このとき, C(Σ′) 上で距離 dC(Σ′) が定義
できる. C(Σ′) の頂点で Vi − L 上で円盤を張るものがなす最大の部分複体を D(Vi − L)

と表す. このとき, (g, n)-分解 (M,L; Σ) の距離 d(M,L; Σ) を

d(M,L; Σ) := dC(Σ′)(D(V1 − L),D(V2 − L))

で定義する.

距離が 1 以下の橋分解をもつ結び目は, 下記のように分類される.

定理 1.4 (Saito [8]). M を向き付け可能な閉 3 次元多様体とし, K を M 内の結び目と
する. (M,K,Σ) を (1, 1)-分解とする. 橋分解の距離に関して, 次が成立する.

(1) K が自明な結び目であることは, d(M,K; Σ) = 0 が成立するための必要十分条件で
ある.

(2) M = S2 × S1 かつ K がコア結び目であることは, d(M,K; Σ) = 1 が成立するため
の必要十分条件である.

1.3 橋分解の Georitz 群
橋分解の Goeritz 群を定義し, 関連する先行研究を紹介する.

定義 1.5 (橋分解の Goeritz群). M を向き付け可能な閉 3次元多様体とし, LをM 内の
絡み目とする. (M,L) = (V1, V1 ∩L)∪Σ (V2, V2 ∩L) を橋分解とする. MCG+(M,V1, L)

を (M,L; Σ) の Goeritz 群とよび, G(M,L; Σ) と表す.

橋分解の距離を用いた, (g, n)-分解の Goeritz 群に関する結果として, 以下が示されて
いる.

定理 1.6 (Iguchi–Koda [3]). (M,L; Σ) を (g, n)-分解とする. ただし, (g, n) 6=
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(0, 1), (0, 2), (1, 1) とする. d(M,L; Σ) ≥ 6 であるとき, Goeritz 群 G(M,L; Σ) は有限群
である.

この定理で除外されている (g, n) のうち, (g, n) = (0, 1), (0, 2) の場合については,

Hirose–Iguchi–Kin–Koda [7] で次のことが言及されている.

• (g, n) = (0, 1) のとき, M = S3 で L は自明な結び目であり, G(M,L; Σ) = Z/2Z
である.

• (g, n) = (0, 2) かつ L が結び目であるとき, G(M,L; Σ) = Z/2Z× Z/2Z である.

本稿では, (g, n) = (1, 1) の場合について議論する.

2 タングルの写像類群 MCG+(V1, T1)

M を向き付け可能な閉 3 次元多様体とし, L を M 内の絡み目とする. (M,L) =

(V1, V1 ∩ L) ∪Σ (V2, V2 ∩ L) を橋分解とするとき, 以下の写像 (1), (2) の単射性が従う.

(1) G(M,L; Σ) ↪→ MCG+(Σ,Σ ∩ L); [f ] 7→ [f |Σ].
(2) MCG+(Vi, Vi ∩ L) ↪→ MCG+(Σ,Σ ∩ L); [f ] 7→ [f |Σ] (i = 1, 2).

従って, 群 G(M,L; Σ), MCG+(Vi, Vi ∩ L) (i = 1, 2) はそれぞれ MCG+(Σ,Σ ∩ L) の部
分群とみなせる. さらに,

G(M,L; Σ) = MCG+(V1, V1 ∩ L) ∩MCG+(V2, V2 ∩ L) < MCG+(Σ,Σ ∩ L)

とみなせる.

(M,L) = (V1, V1 ∩ L) ∪Σ (V2, V2 ∩ L) を (1, 1)-分解とする. M は種数 1 の Heegaard

分解を許容するため, M は S3, S2×S1, または, レンズ空間となる. また, (1, 1)-分解を許
容する絡み目は, 結び目に限られるため, Lではなく K と書く. Vi 内の自明な 1-タング
ルを Ti := Vi∩K (i = 1, 2) と書く. この章では, (1, 1)-分解の Goeritz 群 G(M,K; Σ) の
表示を求めるために重要となる, タングルの写像類群 MCG+(V1, T1) について解説する.

2.1 Canceling 円盤のなす複体
この節では, MCG+(V1, T1) の表示を得るために必要となる canceling 円盤のなす単体

複体を定義し, その性質を解説する.

Nbd(T1;V1) を D2× [0, 1] と同一視して, CT1 を円盤 D2×{1
2} の境界とする. Cl(V1−

Nbd(T1;V1))) は種数 2 のハンドル体である. このハンドル体を Ṽ1 とおく. 2-ハンドル
D2 × [0, 1] を CT1 に沿って Ṽ1 に接着することで, (Ṽ1, CT1) から (V1, T1) が復元できる.

ここで, 自然な対応により

MCG+(V1, T1) ∼= MCG+(Ṽ1, CT1)

が得られる. Ṽ1 内の円盤でその境界が, CT1 と 1 点で横断的に交わるものを (Ṽ1, CT1) の
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canceling 円盤とよぶ. (V1, T1) の canceling 円盤 (のイソトピー類)の集合と (Ṽ1, CT1)

の canceling 円盤 (のイソトピー類) の集合との間には自然な全単射があることに注意
する.

種数 g のハンドル体 V の円盤複体を D(V ) と書く.

定義 2.1 (Canceling 円盤のなす複体). 円盤複体 D(Ṽ1) のフルな部分複体であって, 頂点
集合が (Ṽ1, CT1) 内の canceling 円盤のイソトピー類の集合であるものを canceling 円
盤のなす複体とよび, C(Ṽ1, CT1) と表す.

複体 C(Ṽ1, CT1) は, 1 次元単体複体である. また, Cho [6] の Theorem 4.2 を用いて,

複体 C(Ṽ1, CT1) の可縮性が示される. 従って, 複体 C(Ṽ1, CT1) は木である.

2.2 MCG+(Ṽ1, CT1) の表示
i = 1, 2 に対して, Ti と交わらない Vi のメリディアン円盤の境界を mi とおく. mi

はイソトピーを法として, 一意的であることに注意する. これは, 対 (Ṽ1, CT1) に対し
て, CT1 と交わらない Ṽ1 内の非分離的な円盤は一意的であることから従う. 詳しくは,

Funayoshi–Koda [5] の Corollary 2.2 を参照のこと.

(a) (b)

(c)
(d)

図 1 α, βD, τ, γ{D,E} ∈ MCG+(Ṽ1, CT1).

まず, MCG+(Ṽ1, CT1) の特別な元 α, βD, τ , γ{D,E} を次のように定める. 互いに交わ
らない 2 つの canceling 円盤 D, E を固定する.

• 種数 g の向き付け可能な閉曲面 Σg の hyperelliptic involution とは, 1 次元ホモ
ロジー群 H1(Σg;Z) への誘導写像が −idH1(Σg;Z) である MCG+(Σg) の位数 2 の
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元である. 種数 2 の閉曲面 ∂Ṽ1 の hyperelliptic involution は一意的であり, これ
を Ṽ1 に伸ばしたものを α と定める (図 1 (a) 参照). 詳しくは, [1] の Chapter 7

を参照のこと.

• `D := ∂(Nbd(∂D ∪ CT1 ; ∂Ṽ1)) とおく. βD を図 1 (b) のような `D に沿った half

twist で定める.

• τm1 ∈ MCG+(∂Ṽ1) を Ṽ1 に伸ばしたものを τ と定める.

• ∂(Nbd((∂D∪∂E)∪CT1 ; ∂Ṽ1)) は ∂Ṽ1 上の 2 つの単純閉曲線となる. これら 2 つ
の単純閉曲線を `{D,E}, `

′
{D,E} とおく. γ{D,E} を図 1 (d) のような `{D,E}, `

′
{D,E}

に沿った half twist で定める. γ{D,E} は, 2 つの canceling 円盤 D, E を入れ替え
る位数 2 の元である.

木 C(Ṽ1, CT1) の重心細分 Sd(C(Ṽ1, CT1)) を T とおく. D と {D,E} を T の頂点と
し, e を 2 つの頂点 D, {D,E} が張る T の辺とする. (Ṽ1, CT1) 内の canceling 円盤の
MCG+(Ṽ1, CT1)の元による像は,また canceling円盤となる. よって,群MCG+(Ṽ1, CT1)

の木 T への作用が自然に定まる. この群作用による商グラフ Γ := T /MCG+(Ṽ1, CT1)

は図 2 のようなグラフとなる.

図 2 Γ = T /MCG+(Ṽ1, CT1
).

Bass–Serre 理論 ([4]) より, MCG+(Ṽ1, CT1) は安定化部分群と群の融合積を用いて,

MCG+(Ṽ1, CT1) = Stab(D) ∗Stab(e) Stab({D,E}) と表される. ここで, 安定化部分群
Stab(D), Stab({D,E}), Stab(e) は次の表示をもつ.

• Stab(D) = Z/2Z〈α〉 × Z〈βD〉 × Z〈τ〉.
• Stab({D,E}) = Z/2Z〈α〉 × Z/2Z〈γ{D,E}〉 × Z〈τ〉.
• Stab(e) = Z/2Z〈α〉 × Z〈τ〉.

従って, 以下が示される.

命題 2.2. タングル (V1, T1) の写像類群 MCG+(V1, T1) は次の表示をもつ.

MCG+(V1, T1) = Z/2Z〈α〉 × Z〈τ〉 × 〈β, γ | γ2 = 1〉.

3 主結果とその証明

3.1 (1, 1)-分解の Goeritz 群の有限表示
この節では, 本稿の主結果である結び目の (1, 1)-分解の Goeritz 群の有限表示を紹介

し, その証明に必要な補題を与える.
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定理 3.1 (主結果). M を向き付け可能な閉 3 次元多様体とし, K を M 内の結び目とす
る. (M,K; Σ) を (1, 1)-分解とする. このとき, 以下の (1)–(4) が成立する.

(1) M 6= S2×S1 であり, K が自明な結び目であるとき, G(M,K; Σ) = Z/2Z〈α〉×Z〈β〉
である.

(2) M = S2 × S1 であり, K が自明な結び目であるとき, G(M,K; Σ) = Z/2Z〈α〉 ×
Z〈τ〉 × 〈β, γ | γ2 = 1〉 である.

(3) M = S2×S1 であり, K がコア結び目であるとき, G(M,K; Σ) = Z/2Z〈α〉×Z〈τ〉×
Z〈τ ′〉 である.

(4) (1), (2), (3) 以外のとき, G(M,K; Σ) = Z/2Z〈α〉 である.

一般に絡み目 L と g ∈ N ∪ {0}, n ∈ N を固定しても, L の (g, n)-分解の Goeritz 群
は, 橋分解のとり方に依存するが, この定理 3.1 により, (1, 1)-分解の場合, その Goeritz

群は 3 次元多様体 M と結び目 K のみに依存することに注意する.

定理 3.1 と定理 1.4 より, 定理 1.6 の主張は (g, n) = (1, 1) の場合でも成り立つことが
分かる. 実際, より強い次の事実が帰結される.

系 3.2. M を向き付け可能な閉 3次元多様体とし, K をM 内の結び目とする. (M,K; Σ)

を (1, 1)-分解とする. d(M,K; Σ) ≥ 2 であるとき, かつそのときに限り, G(M,K; Σ) は
有限群である.

以下では, 定理 3.1 の証明に必要な補題をまとめる.

補題 3.3. MCG+(V1, T1) の元 φ を任意にとる. このとき, 次の 2 つの条件は同値である.

(i) φ(m2) = m2.

(ii) φ ∈ G(M,K; Σ).

補題 3.3 により MCG+(V1, T1) の元が G(M,K; Σ) に含まれるかを確かめるために
は, m2 を保つことを確認するだけでよい. また, G(M,K,Σ) = MCG+(V1, T1,m2) <

MCG+(V1, T1) である.

∂Ṽ1 上の任意の閉曲線 c に対して, α(c) = c が成り立つ. 実際, α が MCG+(∂Ṽ1) の
全ての元と可換であることと [1] の Fact 3.7 より τα(c) = ατcα

−1 = τc が成り立つ. [1]

の Fact 3.6 より α(c) = c が成り立つ. 特に, どのような (1, 1)-分解 (M,K; Σ) に対して
も α(m2) = m2 が成立する. 従って, 補題 3.3 より, α ∈ G(M,K; Σ) が成立する.

補題 3.4. m1 ∩m2 6= ∅ とする. このとき, canceling 円盤 D であって, #(∂D ∩m2) が
最小となるものは高々 2 つである.

次に, 交点数に関する補題を 2 つ与える.
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補題 3.5. n ∈ Z − {0} とする. c を ∂Ṽ1 上の単純閉曲線とし, D と E を canceling 円
盤とする. このとき, 幾何的交点数に関して, 次の等式が成り立つ.

(1) `D ∩ c 6= ∅ が成り立つとき, ι(c, β n
D (c)) 6= 0 である.

(2) `{D,E} ∩ c 6= ∅ が成り立つとき, ι(c, γ{D,E}(c)) 6= 0 である.

(3) m1 ∩ c 6= ∅ が成り立つとき, ι(c, τn(c)) 6= 0 である.

補題 3.6. n ∈ Z とする. c を ∂Ṽ1 上の有向単純閉曲線とし, D と E を canceling 円盤
とする. このとき, 代数的交点数に関して, 次の等式が成り立つ.

(1) ι̂(c, β n
D (c)) = 0.

(2) ι̂(c, γ n
{D,E}(c)) = 0.

3.2 定理 3.1 の証明
まず, m2 に関する以下の場合分けに応じて G(M,K; Σ) が決定されることを見る.

はじめに, 次の (I), (II) に場合分けされる.

(I) m1 ∩m2 6= ∅.
(II) m1 ∩m2 = ∅.

(I) m1 ∩m2 6= ∅ の場合, 補題 3.4 より, さらに次の 2 つの場合に分けられる.

(i) m2 と交わりが最小な canceling 円盤が一意的である (この円盤を D1 とおく).

(ii) m2 と交わりが最小な canceling 円盤がちょうど 2 つである (この円盤を D1, E1 と
おく).

β = βD1 , γ = γ{D1,E1} とおく.

(i) のとき, G(M,K; Σ) < Stab(D1) = Z/2Z〈α〉 × Z〈β〉 × Z〈τ〉 が成り立つ. さらに, 次
の 2 つの場合に分けられる.

(a) D1 ∩m2 = ∅.
(b) D1 ∩m2 6= ∅.

(a) D1 ∩m2 = ∅ の場合, `D1 ∩m2 = ∅ であるため, β(m2) = m2 が成り立つ. よって,

補題 3.3 より β ∈ G(M,K; Σ) が成り立つ. 補題 3.5 より τn(m2) 6= m2 (n 6= 0) が成
り立つ. 補題 3.3 より τn /∈ G(M,K; Σ) (n 6= 0) が成り立つ. よって, G(M,K; Σ) =

Z/2Z〈α〉 × Z〈β〉 が従う.

(b) D1 ∩m2 6= ∅ の場合, `D1 ∩m2 6= ∅ が成り立つ. τ−nβm ∈ G(M,K; Σ) (n,m ∈ Z)
とする. G(M,K; Σ) の元は m2 を保存するため, βm(m2) = τn(m2) が成り立つ. 補題
3.6 の (1) より ι̂(m2, β

m(m2)) = 0 である. よって, ι̂(m2, τ
n(m2)) = 0 が成り立つ. こ

のとき, 補題 3.5, 3.6 を用いて, n = 0 が導かれる. `D1 ∩m2 6= ∅ が成り立つため, 補題
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3.5 より m = 0 も従う. よって, G(M,K; Σ) = Z/2Z〈α〉 である.

(ii) のとき, G(M,K; Σ) < Stab({D1, E1}) = Z/2Z〈α〉 × Z〈γ〉 × Z〈τ〉 が成り立つ. こ
のとき, D1 ∩m2 6= ∅ が成り立つ. もし, D1 ∩m2 = ∅ が成り立つと仮定すると, `D1 と
`E1 が Ṽ1 内で張る円盤は, CT1 ∪m2 と交わらず, 分離的な本質的円盤となる. [CT1 ] 6= 1,

[m2] 6= 1 ∈ π1(Ṽ1) であるため, Funayoshi–Koda [5] の Lemma 2.1 より, `D1 = `E1

が従う. このとき, D1 = E1 となり矛盾する. よって, D1 ∩ m2 6= ∅ が示された.

τ−nγm ∈ G(M,K; Σ) (n ∈ Z,m ∈ {0, 1}) とすると, (b) の証明と同様に, n = 0, m = 0

が示される. よって, G(M,K; Σ) = Z/2Z〈α〉 が従う.

(II) m1 ∩m2 = ∅ の場合, 次の 2 つの場合に分けられる.

(i)′ m1 = m2.

(ii)′ m1 6= m2.

(i)′ m1 = m2 であるときについて考える. MCG+(V1, T1) の元は m1(= m2) を保つこと
から G(M,K; Σ) = MCG+(V1, T1,m2) = MCG+(V1, T1)である. 従って, G(M,K; Σ) =

Z/2Z〈α〉 × Z〈τ〉 × 〈β, γ | γ2 = 1〉 である.

(ii)′ m1 6= m2 のときについて考える. τ(m2) = m2 であるので, 補題 3.3 より
τ ∈ G(M,K; Σ) である. m2 に対して, 適切に canceling 円盤 D, E を定めると,

γ{D,E} βD(m2) = m2 となる. τ ′ = βD γ{D,E} とおく. G(M,K; Σ) は α, τ , τ ′ により生
成される. よって, G(M,K; Σ) = Z/2Z〈α〉 × Z〈τ〉 × Z〈τ ′〉 である.

定理 3.1 の証明.

まず, (1) を示す. M 6= S2 × S1 であるので, m1 ∩m2 6= ∅ が成立する. また, K が自
明であることから D1 ∩m2 = ∅ が成立する. よって, (I)-(i)-(a) の場合にあたることから
(1) が従う.

次に (2) であるが, このとき (M,K) は (V1, T1) のダブルであるため, m1 = m2 であ
る. これは, (II)-(i)′ の場合にあたるため, (2) が従う.

次に (3) を示す. このとき, m1 ∩m2 = ∅, m1 6= m2 が成り立つ. これは, (II)-(ii)′ の
場合にあたるため (3) が従う.

最後に (4) を示す. (1), (2), (3) 以外のとき,「M 6= S2 × S1, K が自明な結び目でな
い」または,「M = S2 × S1, K が自明な結び目でもコア結び目でない」が成り立つ.

まず, M 6= S2 × S1, K が自明な結び目でないとする. M 6= S2 × S1 であるた
め, m1 ∩ m2 6= ∅ が成立する. m2 と交わりが最小な canceling 円盤がちょうど 2 つ
の場合は, (I)-(ii) の場合にあたるため, G(M,K; Σ) = Z/2Z〈α〉 が従う. m2 と交わり
が最小な canceling 円盤が一意的であるとする. D1 ∩ m2 = ∅ と仮定する. このと
き, β 2

D1
∈ G(M,K; Σ) が成り立つ. すなわち, 曲面 Σ 上の `D1 に沿った Dehn twist

β 2
D1
が, V2 側に伸びることを意味する. このとき, McCullough [2] の Theorem 1 よ

り, `D1 は V2 内で円盤を張る. 一方で, `D1 は V1 内でも円盤を張る. この 2 つの円
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盤によって, K は (0, 1)-分解を形成する. よって, K は自明であるが, これは矛盾であ
る. 以上より D1 ∩ m2 6= ∅ が成り立ち, これは (I)-(i)-(b) の場合にあたる. よって,

G(M,K; Σ) = Z/2Z〈α〉 である.

次に, M = S2×S1, K が自明な結び目でもコア結び目でもないとする. m1∩m2 6= ∅が
成り立つとき, 先程の議論と同様に, G(M,K; Σ) = Z/2Z〈α〉 となる. そこで, m1 ∩m2 =

∅ が成り立つとする. m1 = m2 のとき, 定理 1.4 より K が自明な結び目であるが, これ
は仮定に反する. m1 6= m2 のとき, 定理 1.4 より K はコア結び目であるが, これも仮定
に反する. よって, (4) が従う.
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