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1. 導入
　Bnをn本の紐からなる組み紐群とし，Bnの元をn-組み紐もしくは単に組み紐と呼
ぶ．B1は自明群でありB2は無限巡回群となる為，本稿では，本質的にn ≥ 3の場合を
考える．絡み目とは，R3内に埋め込まれたいくつかの単位円周の非交和のことであり，
特にその成分数が 1のものを結び目という．Alexander [1]によって，任意の絡み目は
ある組み紐の閉包で表されることが示されている．
トーラス絡み目とは，R3内に標準的に埋め込まれたトーラスに埋め込まれている絡み
目のことである．組み紐βの閉包がトーラス絡み目となる時，その組み紐βをトーラス組
み紐と呼ぶ．σi ∈ Bn (i = 1, 2, . . . , n−1)を図1右のような組み紐とし，組み紐b1, b2 ∈ Bn

に対し，それらの積b1b2は図1中央のように定める．この時，任意のトーラス絡み目Lに
対し，ある正整数n,m ∈ Zが存在して，Lはn-組み紐β(n,m) = (σ1σ2 · · · σn−1)

m ∈ Bn

の閉包として表されることが分かる．このn-組み紐β(n,m)を (n,m)-toric組み紐と呼
ぶ．例えば，図 2左は，(4, 3)-toric組み紐 β(4, 3)の閉包として得られるトーラス結び
目である．

図 1: 組み紐の積 b1b2と組み紐σi ∈ Bn (1 ≤ i ≤ n− 1)．

図 2: (4, 3)-toric組み紐 β(4, 3)の閉包及び β(4, 3)の“影”と (4, 3)-quasitoric組み紐
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Manturov [4]は，(n,m)-toric組み紐β(n,m) ∈ Bnの一般化としてn-組み紐
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を導入した．ここで，上式内の各 σiの指数は，εji ∈ {±1}である．この n-組み紐を，
(n,m)-quasitoric組み紐または n-quasitoric組み紐と呼ぶ．例えば，図 2右は，(4, 3)-

quasitoric組み紐 (σ1σ2σ3)(σ
−1
1 σ−1

2 σ3)(σ
−1
1 σ2σ3)である．定義から (n,m)-quasitoric組

み紐の“影”は，(n,m)-toric組み紐β(n,m) ∈ Bnの“影”と一致し，例えば，(4, 3)-

quasitoric組み紐の影は図2中央のようになる．(n,m)-quasitoric組み紐は，(n,m)-toric

組み紐β(n,m)の“影”に対し，その各交差の上下を指定する事で得ることが出来る．
Manturov [4]は，任意の絡み目はある (n,m)-quasitoric組み紐の閉包で表されることを
示した．Lamm [2, 3]は，Manturovとは独立に，n-quasitoric組み紐とBnの中で共役
な rosette組み紐と呼ばれる組み紐を定義しており，Manturovと同様の結果を与えて
いる．
QBnをn-quasitoric組み紐全体からなるBnの部分集合とする．論文 [4]にて，Man-

turovは，n-quasitoric組み紐の逆元もまたn-quasitoric組み紐となることを示しており，
これにより，QBnはBnの部分群となる事が分かる．この部分群QBnを quasitoric組
み紐群と呼ぶことにする．
本稿の主結果は，QBnの最小生成系を与えた事であり，その最小性は，本稿で与え
るQBnのアーベル化の生成元の個数による下からの評価により保証される．

2. 主結果
　 (n, 1)-quasitoric組み紐 δi ∈ QBn (0 ≤ i ≤ n − 1)を，以下のように定義する（図 3

参照）：
δ0 = σ1 · · · σn−2σn−1, δ1 = σ1 · · · σn−2σ
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図 3: (n, 1)-quasitoric組み紐 δi ∈ QBn (0 ≤ i ≤ n− 1)．

以降，便宜上，
N =

{
n+1
2

(n ≥ 3：奇数),
n+2
2

(n ≥ 4：偶数)

とおく．以下が本稿の主結果である．
定理 2.1. n ≥ 3に対し，QBnは δi (0 ≤ i ≤ N − 1)たちで生成される．
定理 2.2.

H1(QBn;Z) ∼=

{
ZN−1 ⊕ Zn if n ≥ 3 is odd,

ZN−1 ⊕ Zn
2

if n ≥ 4 is even.
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注意 2.3. 定理 2.2により，QBnのアーベル化はN元生成される為，QBnの生成元の
個数は下からNで抑えられる．従って，定理 2.1のQBnの生成系が最小である事が分
かる．
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