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概要

α : K → X を有向結び目型全体の集合 Kから集合 X への写像とし、β : K → Y を Kから集合 Y への
写像とする。写像 (α, β) : K → X × Y を (α, β)(K) = (α(K), β(K))（K ∈ K）で定義する。このとき
像 (α, β)(K) ⊂ X × Y を αと β の間の関係と定義する。本稿では α、β として、交点数、結び目解消数、
橋指数、組み紐指数、種数、標準種数を主として考え、これらの対の関係のうちのいくつかを決定する。

この報告は２０２３年１２月２３日（土）から２６日（火）まで東京女子大学２４号館（安井てつ記念ホー
ル）２４２０２教室にて開催された研究集会「結び目の数理 VI 」における表題の講演内容をまとめたもので
す。世話人の大山淑之先生、新國亮先生はじめ関係の皆様に厚く御礼申し上げます。

K を 3次元球面 S3 内の有向結び目型全体の集合とする。本稿では結び目は全て有向結び目であるとする。
以下では結び目と結び目型を特に区別しない。また本稿では Rolfsen’s knot table [11] の記号を使用する。特
に 01 は自明結び目、31 は三葉結び目、41 は８の字結び目である。結び目 K の鏡像は K∗ で表す。(p, q)型
トーラス結び目は T (p, q)、(p1, · · · , pk)型プレッツェル結び目は P (p1, · · · , pk)で表す。C(p1, · · · , pk)を 2-

橋結び目の Conway 表示とする。p1, · · · , pk が全て正ならばこの表記 C(p1, · · · , pk) に対応する図式は交代
図式であり、この結び目の最小交点数図式である。２つの結び目 J とK の連結和を J#K で表す。結び目K

の p個のコピーの連結和は p ·K で表す。有限集合 X の元の数は |X|で表す。素な結び目全体の集合を P と
おき、P0 = P ∪ {01}とおく。交代結び目全体の集合を Aとおく。01 は Aの元である。2-橋結び目全体の集
合を Rとおき、R0 = R ∪ {01}とおく。P0 と Aはともに Kの真部分集合であり、R0 は P0 ∩ Aの真部分
集合である。

X と Y を集合とし、α : K → X と β : K → Y をそれぞれ Kから X と Y への写像とする。すなわちこれ
らは結び目不変量である。写像 (α, β) : K → X × Y を (α, β)(K) = (α(K), β(K))（K ∈ K）で定義する。
このとき像 (α, β)(K) ⊂ X × Y を αと β の間の関係と定義する。

c : K → Z≥0、u : K → Z≥0、bridge− 1 : K → Z≥0、braid− 1 : K → Z≥0、g : K → Z≥0、gc : K → Z≥0

をそれぞれ（最小）交点数、結び目解消数、橋指数マイナス 1、組み紐指数マイナス 1、種数、標準種数とす
る。最初にこれらの間の関係について考える。

定理 1

(c, u)(K) = (c, g)(K) = (c, gc)(K) = {(0, 0)} ∪ {(x, y) ∈ (Z>0)
2 | y ≤ 1

2
(x− 1)}.

さらには
(c, u)(K) = {(6, 2)} ∪ (c, u)(P0) = {(c, u)(31#31)} ∪ (c, u)(P0)
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そして
(c, g)(K) = (c, g)(R0) = (c, gc)(R0).

図 1は (c, u)(K) = (c, g)(K) = (c, gc)(K)を碁盤方式で図示したものである。

c

u or g or gc

図 1 (c, u)(K) = (c, g)(K) = (c, gc)(K)

図 2 は (c, u)(K) を将棋盤方式で、(c, u)(K) の各元に対して、その元に (c, u) で写る K の元を一つ選ん
で図示したものである。ここで等式 u(K) =

1

2
(c(K)− 1) を満たす結び目は青色で描かれたトーラス結び目

T (2, p)（とその鏡像）だけであることが分かっている [14]。また u(K) =
1

2
(c(K)− 2) を満たす結び目には

41、31#31、31#3∗1、P (2p + 1,−2, 2q + 1) などがあり、これらの結び目の組み紐指数はすべて 3 であるこ
とが分かっている [2]。これらの結び目のうちのいくつかは緑色で描かれている。これらの結び目のうちには
P (3,−2, 3) = T (3, 4)、P (3,−2, 5) = T (3, 5)、P (7,−2, 3) = P (−2, 3, 7)がある。最初の２つは概交代トー
ラス結び目のすべてであり [1]、最後の１つは結び目上のデーン手術理論において重要な例として知られてい
る結び目である。(0, 0)と (6, 2)に写る素な結び目は存在しないが、これ以外は全て存在する。

図 2 (c, u)(K)の各元に対してその元に写る結び目を一つ選んだもの
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図 3は (c, g)(R0) = (c, gc)(R0)を将棋盤方式で、(c, gc)(R0)の各元に対して、その元に (c, gc)で写るR0

の元を一つ選んで図示したものである。

図 3 (c, g)(R0) = (c, gc)(R0)の各元に対してその元に写る結び目を一つ選んだもの

(c, u)の場合と同様に等式 gc(K) =
1

2
(c(K)− 1)を満たす結び目はトーラス結び目 T (2, p)だけである。す

なわち次の定理が成立する。

定理 2 K ∈ Kが
gc(K) =

1

2
(c(K)− 1)

を満たすならば奇数 p ̸= ±1が存在してK = T (2, p)である。

大山淑之さんは、全ての結び目K は次の不等式を満たすことを示した [9]。

(braid− 1)(K) ≤ 1

2
c(K).

この結果に基づいて次の定理が示される。

定理 3

(c,braid− 1)(K) = {(0, 0)} ∪ {(2n+ 1, 1) | n ∈ Z>0} ∪ {(x, y) ∈ (Z≥2)
2 | y ≤ 1

2
x}.

さらには
(c,braid− 1)(K) = (c,braid− 1)(R0).

図 4は (c,braid− 1)(K)を碁盤方式で図示したものである。
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c

braid− 1

図 4 (c,braid− 1)(K)

図 5は (c,braid− 1)(R0)を将棋盤方式で、(c,braid− 1)(R0)の各元に対して、その元に (c, braid− 1)で
写るR0 の元を一つ選んで図示したものである。

図 5 (c,braid− 1)(R0)の各元に対してその元に写る結び目を一つ選んだもの

Ralph Fox さんは、全ての結び目 K は次の不等式を満たすのではないかと予想した [4]。この予想を Fox

予想と呼ぶ [8][9]。
bridge(K)− 1 ≤ 1

3
c(K).

この Fox予想に基づき次が予想される。

予想 4

(c,bridge− 1)(K) = {(0, 0)} ∪ {(x, y) ∈ (Z>0)
2 | y ≤ 1

3
x}.

図 6は (c,bridge− 1)(K)を碁盤方式で図示したものである。
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c

bridge− 1

図 6 (c,bridge− 1)(K) (Fox予想を仮定して)

図 7は (c,bridge− 1)(K)を将棋盤方式で、(c, bridge− 1)(K)の各元に対して、その元に (c, bridge− 1)で
写る Kの元を一つ選んで図示したものである。

図 7 (c,bridge− 1)(K)の各元に対してその元に写る結び目を一つ選んだもの (Fox予想を仮定して)

定義より任意のK ∈ Kについて bridge(K) ≤ braid(K)である。実際に次の定理が成立する。

定理 5
(braid− 1,bridge− 1)(K) = {(0, 0)} ∪ {(x, y) ∈ (Z>0)

2 | y ≤ x}.

図 8を参照のこと。
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bridge− 1

braid− 1

図 8 (braid− 1, bridge− 1)(K)

また、定義より任意のK ∈ Kについて g(K) ≤ gc(K)である。ところが (gc, g)(K) = (2, 1)を満たす結び
目K は存在しないことが Alexander Stoimenowさんによって示されている [12, Theorem 1.1]。そして次の
定理が成立することが証明なしに述べられている [12]。

定理 6
(gc, g)(K) = {(0, 0)} ∪ ({(x, y) ∈ (Z>0)

2 | y ≤ x} \ {(2, 1)}).

図 9を参照のこと。

g

gc

図 9 (gc, g)(K)

結び目解消数と組み紐指数は、u(K) = 0と braid(K) = 1が同値であることを除いて、互いに独立である
ことはよく知られている。同様のことが他の不変量の対のうちのいくつかについても成立する。すなわち次の
定理が成立する。
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定理 7

(u,braid− 1)(K) = (u,bridge− 1)(K) = (g, braid− 1)(K)

= (gc,braid− 1)(K) = (g, bridge− 1)(K) = {(0, 0)} ∪ (Z>0)
2.

図 10を参照のこと。

図 10 (u,braid− 1)(K) = (u, bridge− 1)(K)

= (g, braid− 1)(K) = (gc, braid− 1)(K) = (g, bridge− 1)(K)

図 11は (gc,braid − 1)(K) = (gc,braid − 1)(R0)を将棋盤方式で、(gc,braid − 1)(R0)の各元に対して、
その元に (gc,braid− 1)で写るR0 の元を一つ選んで図示したものである。

図 11 (gc,braid− 1)(R0)の各元に対してその元に写る結び目を一つ選んだもの

交点数、結び目解消数、橋指数マイナス 1、組み紐指数マイナス 1、種数、標準種数という 6 つの結び目
不変量の無順序対は 15 対あるが、そのうちの 12 対それぞれの関係について述べてきた。残る 3 対 (u, g),

(u, gc), (gc,bridge− 1)それぞれの関係については（少なくとも筆者は）よく分かっていない。例えば結び目
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K で g(K) = 1で u(K) ≥ 4であるものの存在は（少なくとも筆者には）知られていない。g(P (3, 3, 3)) = 1

で u(P (3, 3, 3)) = 3であることが知られているまでである [10]。標準種数 1の結び目は 2-橋結び目 C(2p, 2q)

またはプレッツェル結び目 P (2p + 1, 2q + 1, 2r + 1)であることが知られている [13, Theorem 2.1]。よって
gc(K) = 1で bridge(K) ≥ 4である結び目K は存在しない。一般に次の定理が成立する。

定理 8 k を正数とする。このとき正数 m が存在して gc(K) = k であるすべての K ∈ K について
bridge(K) ≤ mが成立する。

以下では他の結び目不変量について少し述べる。

例 9 a2 : K → Zを結び目のコンウェイ多項式の 2次の係数とする。

(c, a2)(T (2, 2k + 1)) = (2k + 1,
1

2
k(k + 1))

なので、a2 の cの 1次式による上からの評価は存在しないことが分かる。図 12を参照のこと。

c

a2

図 12 (c, a2)(K) (c ≤ 10)

図 13の局所変形をデルタ変形と云う。

図 13 デルタ変形
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この変形は [6] と [7] で独立に定義された。任意の２つの結び目はデルタ変形の有限回で互いに移り合
う [7]。K ∈ K から 01 へのデルタ変形の最小回数を K のデルタ結び目解消数と云って u∆(K) と記す。
u∆ : K → Z≥0 である。次の定理が成立する。

定理 10 K ∈ Kとする。このとき
u∆(K) ≤ 1

4
(c(K)− 1)2

である。

これまで結び目不変量の対について考えてきたが、結び目不変量のトリプルやそれ以上について少し触れて
おく。
一例として、トリプル (c, u, braid − 1) は 3 対 (c, u), (c,braid − 1), (u,braid − 1) に帰着出来ない情報
を持っていることを示す。実際に (c, u)(51) = (5, 2), (c,braid − 1)(52) = (5, 2), (u,braid − 1)(31#31) =

(u,braid− 1)(73) = (2, 2)であるが、(c, u, braid− 1)(K) = (5, 2, 2)を満たすK ∈ Kは存在しない。
また、結び目不変量のトリプルに関する不等式として

c(K) ≥ 2g(K) + (braid− 1)(K)

が知られている [3, Theorem 2.6]。実際には

c(K) ≥ 2gc(K) + (braid− 1)(K)

がすべてのK ∈ Kについて成立する。
逆向きの不等式についても伊藤哲也さんによる研究がある [5]。
いくつかの結び目不変量のなす次元を定義することが出来る。ここでは定義は述べずに次の例を示すに留
める。

dim(c, braid− 1,bridge− 1) = 3.

実際に (c,braid− 1,bridge− 1)(31) = (3, 1, 1), (c, braid− 1,bridge− 1)(41) = (4, 2, 1),

(c,braid− 1,bridge− 1)(51) = (5, 1, 1) なので

(c, braid− 1,bridge− 1)((p · 31)#(q · 41)#(r · 51)) = p(3, 1, 1) + q(4, 2, 1) + r(5, 1, 1).

となり、3つのベクトル (3, 1, 1), (4, 2, 1), (5, 1, 1)は 1次独立なので

dim(c,braid− 1,bridge− 1) = 3

となる。
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