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概 要
Grid homology とは knot Floer homology を組み合わせ的に再構成した理
論である。Knot Floer homology における結び目の連結和公式に対し、grid

homology による組み合わせ的な証明を与える試みが講演者によってされて
いた。本講演では、ホモロジーの同型の存在を示したその結果を改良し、grid

chain complex の間に quasi-isomorphism を与える。

1 Knot Floer homologyと grid homology

Knot Floer homologyとは 3次元多様体の不変量である Heegaard Floer homology

の派生である、結び目の強力な不変量である [6]。結び目K の knot Floer homologyはい
くつかバージョンがあるが、ここではハットバージョン ĤFK(K)を扱う。これは二重
次数付き有限次元 F2 ベクトル空間である。Knot Floer homologyのオイラー標数がアレ
キサンダー多項式になり、knot Floer homologyはアレクサンダー多項式のカテゴリー化
である。ホモロジーを求めるにはある曲面の symmetric product上の holomorphic disk

を数えるといったことをするため、一般に knot Floer homology は定義から直線計算す
るのが難しい。
grid homoogy とは knot Floer homology を組み合わせ的な再構成したものである。

grid homologyを用いれば、knot Floer homologyをその幾何的、解析的な議論を避けて
純粋に組み合わせ的に求めることが出来る [5]。結び目 K の grid homology を ĜH(K)

と書く。実際に grid homologyを計算するするには、結び目を n × nマス目で表現した
grid diagram（図 1）とその上の n点の組 (stateという)を考え、特定の条件を満たす長
方形を数える。

図 1 左：Torefoilを表す grid diagram。右：長方形を数えている様子
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Grid homologyの研究の方向性として以下の 2つがある。

1. knot Floer homologyで知られている結果を、grid homologyの枠組み内で示せるか?

2. grid homologyを用いて、knot Floer homologyの不変量を新しく作れるか?

これらの問いは、grid homologyが knot Floer homologyのある種の翻訳物であるから、
自然な問いである。
本研究では結び目の連結和に関する公式を grid homology で示す。この公式は knot

Floer homologyではよく知られているため [4]、上述した 1つ目の方向性の研究となる。
Knot Floer homologyにおける結び目の連結和公式は以下である：

ĤFK(K1#K2) ∼= ĤFK(K1)⊗ ĤFK(K2). (1)

結び目の連結和はとても基本的な操作であるものの、この公式が grid homologyの枠組み
内で示せるかどうかは非自明な問題である。実際、上式の両辺に対応する grid homology

の鎖複体考えると、左辺は (2n)!個、右辺は n! × n!個の stateで生成されることから少
なくとも鎖複体レベルでの同型は存在しない。

2 主定理
定理 1 ([3]). 結び目K1, K2 に対し、K1, K2, K1#K2 を表すある grid diagram g1, g2, g#

が存在し、次の quasi-isomorphism f が存在する。
f : ĜC(g1)⊗ ĜC(g2) → ĜC(g#)

ただし、ĜC(g)は grid diagram g のハットバージョンの grid chain complexである。

等式 (1)について、ホモロジーの同型が存在することが講演者の以前の研究 [2]によっ
て明らかになっていた。本研究はその結果を改良したものである。

3 証明の概要
まず、結び目 K1, K2, K1#K2 をそれぞれ図 2のように g1, g2, g# で表す。このような

表し方は常に可能である。その上で f を、”g1, g2 のそれぞれの stateを g# の左上と右下
に配置する”ような mapとして定義する (図 3)。
次に ĜC(g#)/Imf が acyclicであることを示す。これは ĜC(g#)を生成する (2n)!個

の stateを分類することで ĜC(g#)/Imf を subcomplexに分割し、それぞれが acyclicで
あることを確認する。
以前の結果 [2]では、̂GC(g#)をさらに簡約した G̃C(g#)なる有限次元の chain complex

を観察し、それが acyclicであることを示した。今回は無限次元の chain complexである
ĜC(g#)を直接観察するが、局所的に有限次元の以前の G̃C(g#)の場合と同じ状況が成
り立つため、今回の結果が従う。
ĜC(g#)/Imf が acyclicより、f が quasi-isomorphismであることが従う。
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図 2 左：K1,K2 を表す grid diagram。右：K1#K2 を表す grid diagram

図 3 f が stateを移す様子。

4 応用
Grid homology を用いて Legendrian knot K の不変量 λ±(K)が定義されている ([7]、

Legendrian knotについては [1]を参照)。この不変量はまず grid homologyで定義され、
のちに knot Floer homology で再定義、拡張された。すなわちこの不変量は上述した研
究の方向性 2.の具体例である。
この不変量が Legendrian knotの連結和に関して加法的に振る舞うことは、knot Floer

homology 上で証明されている [8]。一方、今回の結果を用いることで、このことを grid

homology上で示すことが出来る。
Grid diagram g からカノニカルに定まるある 2つの state x+,x− が表すホモロジーの

元 [x+], [x−] ∈ ĜH(g)が Legendrian knotの不変量になることが知られている [7]。これ
らをそれぞれ λ±(K)と書く。主定理における f は stateをある意味自然に対応させるこ
とから、stateから定まるこれら不変量が連結和に関して加法的に振る舞うことがすぐに
従う。よって以下を得る。

定理 2 ([3]). H(f)は λ±(K1)⊗ λ±(K2)を λ±(K1#K2)に移す。
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