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1 Introduction

Riemann面 S の Teichmüller空間 Teich(S)とは, S の複素構造の変形全体を集めた空間である. Teich(S) は
高次元の複素多様体である. このとき, 何らかの意味で Teich(S)の境界を考えることは, S の複素構造の退化を
考えることに相当する.

Bersの同時一意化の結果から, Teich(S) は, S の Fuchsian モデル H/Γ としたとき, Γに関する双曲的 L∞

ノルム有界な正則二次微分の成す Banach空間:

B(S) := {ϕ : H → C | ϕ ◦ γ · (γ′)2 = ϕ(∀γ ∈ Γ), ‖ϕ‖B(S) = sup
z∈H

|ϕ(z)(Imz)2| < ∞}

の有界領域に双正則同型に埋め込むことができる. これは Bers埋め込みと呼ばれる. この埋め込みを介して,
Teich(S) ⊂ B(S)とみなし, ‖ · ‖B(S) に関する境界を考えるこれを, Bers境界といい, 重要な研究対象である.

Bersは, S が有限型 (種数 g, 尖点 n , 3g − 3 + n > 0 )の場合, 同相な Riemann面は擬等角変形で写り合う
ことを示した. より具体的には, Ĉ に作用する Klein群で, 不連続領域の連結成分が 2つであるものを擬 Fuchs
群といい, 擬 Fuchs群はある Fuchs群の擬等角変形によって得られることを証明した ([Ber]). これは, “複素構
造が退化しているならば位相構造も退化する” と理解することができる.
一方, S が無限型の場合, Bers境界に “複素構造が退化しているが位相構造は退化していない”現象 (David

Fuchs b 群) が存在していると考えられる. これは, 擬等角写像の退化である David写像であって群同変なもの
を構成することで, そのような現象が実際に起こることについて証明した. 前半ではそれについてまとめる.
後半では, Teichmüller空間と三次元双曲多様体の関係性の観点から, David Fuchs b 群が誘導する三次元

双曲多様体がどのような “形” をしているかという興味から得られる問題について述べる. まず S の基本群を
π1(S) とする. 次にその表現空間Rと部分集合QF を定める:

R := {ρ : π1(S) → PSL(2;C) |忠実 かつ punctureを回る loopを放物型元に移す }/conjugatePSL(2;C)
QF := {[ρ] | ρ(π(S))が擬 Fuchs群 }

このとき, ρ(π(S))が擬 Fuchs群なら, Ĉ に作用するので, Riemann球面を三次元双曲空間 H3 の境界と見做せ
ば, ρ(π(S)) は H3 に等長かつ離散に作用するので, 開三次元双曲多様体Mρ = H3/ρ(π(S))を定め, これは [ρ]
の同値類の取り方によらず定められる. このとき, Mardenの定理から, S が有限型の曲面ならば, Mρ は境界ま
でこめて S × [0, 1] と同相になる. 加えて, Bersの同時一意化定理から

Teich(S)× Teich(S) ∼= QF

が双正則同型になる. しかしながら, S が無限型の場合, Teich(S)の境界に, David Fuchs群が存在しているこ
とと, これは擬 Fuchs群であることから, 上の定理は成立せず, David Fuchs b 群が定める三次元双曲多様体が
どのような形をしているかという自然な問いが出る. これは, Riemann球面上の群同変な擬等角写像が与えら
れたとき, 群同変な三次元双曲空間上の擬等長写像を誘導するという Douady–Earleの定理を, David写像に拡
張することが求められる. それについて, すぐには無理だったので, “David写像が拡張されるなら, どのような
写像のクラスになるべきか？” という問いを立て, これについて部分的な結果を得たので, それについて述べる.
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2 TEICHMÜLLER THEORY

2 Teichmüller Theory

2.1 平面上の擬等角写像論
Definition 1

Ω ⊂ Cを開集合とし, f : Ω → C を向きを保つ中への同相写像とする. このとき, f が次の条件 :

1. L2
loc に弱偏導関数をもち,

2. ∃k ∈ [0, 1) s.t. |fz| ≤ k|fz| a.e.

を満たすとき, K := 1+k
1−k として, K - 擬等角写像 ( K-qc ) という. K を f の最大歪曲度といい, K(f) と書く.

K-擬等角写像 : f に対して, µf := fz
fz
は, 可測 かつ L∞ ノルム : ‖µf‖∞ ≤ k := K−1

K+1 < 1 かつ,

fz = µffz

なる偏微分方程式を満たす. µf を方程式の Beltrami係数という. これについて, 次が知られている.

Theorem 2.1 ( Measurable Riemann mapping Theorem, ( [Ahl], Chapter 5, B, Theorem 5 ) )
C 上の可測写像 µで, ‖µ‖∞ < 1 を満たすものに対して, µ を Beltrami係数にもつ C から C への擬等

角写像が存在する. 特に, 0, 1 ( 自動的に ∞ も ) を固定するという条件で一意的に決まる.

以後では, Riemann面の間の擬等角写像を用いる. Riemann面 R1, R2 の間の同相写像 f : R1 → R2 が擬等
角写像であるとは, 局所座標を介す擬等角写像であって, R1 上全体で一様に歪曲度が抑えられてるときをいう.

2.2 Teichmüller空間とBers埋め込み
R を Riemann面とし, その理想境界を C と書くことにする. その Fuchs群モデル S = H/Fuchs群を用いた
Teichmüller空間の定義を述べる.

R は双曲型 Riemann面であって, 普遍被覆は H とし, その Fuchs群を Γ とする.

Bel(Γ) :=

{
µ ∈ L∞(H)

∣∣∣∣µ(Az)
A′z

A′z
= µ(z) (∀A ∈ Γ), ‖µ‖∞ < 1

}
とおく. 各 µ ∈ Bel(Γ) に対して, Beltrami方程式の標準解である H の自己擬等角写像で 0, 1,∞を固定するも
のを wµ と書くこととする. また, µ ∈ Bel(Γ) に対して, 下半平面上 0 で拡張したものに対する Beltrami方程
式の標準解を wµ と書くことにする.

Definition 2
C ⊂ R̂ を Γ の極限集合 を含む Γ 不変な閉集合とする. µ, ν ∈ Bel(Γ) が C – equivalent であるとは,

wµ = wν on C と定める.
また, Teich(Γ, C) := Bel(Γ)/C – equivalence と定める.

Beltrami係数の成す空間から Teichmüller空間への射影を πT と書くことにしておく.

Definition 3 ( Teichmüller 距離 )
Teich(Γ, C) 上に,

dT ([µ], [ν]) :=
1

2
inf logK(wµ̃ ◦ wν̃)

とおく. ここに, inf は µ̃ ∈ [µ], ν̃ ∈ [ν] 全体でとる.
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2.3 Teichmüller空間の複素構造 2 TEICHMÜLLER THEORY

Theorem 2.2 ([Gar], 5.3)
dT は Teich(Γ, C) 上で完備な距離である.

2.3 Teichmüller空間の複素構造
Definition 4

B(Γ) :=
{
ϕH∗ 上の Γ に関する正則二次微分

∣∣‖ϕ‖B(Γ) :=
∥∥ρ−2ϕ

∥∥
∞ < ∞

}
とおく. ただし, H∗ 上の Poincaré計量を ρ := |dz|

−2y とおいた.

Theorem 2.3 (Bers embedding ([Gar, §5.6, Theorem 4]))
Γ を Fuchs 群とする. このとき, B : Teich(Γ) 3 [µ] 7→ {wµ, z} ∈ B(Γ) は一対一正則写像であって,

∆B(Γ)(0; 2) ⊂ B(Teich(Γ)) ⊂ Cl(∆B(Γ)(0; 6)) を満たす. 特に, 像の上への双正則同型である. ( ここに,

{f, z} := f ′′′

f ′ (z)− 3
2

(
f ′′

f ′ (z)
)2

. また, wµ とは, H 上 で µ, H∗ で 0 とした Beltrami係数に対する 0, 1 を
固定する擬等角写像である. )

上の定理から, Teichmüller空間は Banach空間の有界領域として実現されたから, この Banach空間の位相
によって境界を構成できる. それを Bers境界といい, ∂Teich(Γ) とかく.

2.4 Bers境界
Γ を Fuchs群とする. Bers 埋め込み 並びに B(Γ) について簡単にまとめる.
各 ϕ ∈ B(Γ) に対して, H∗ 上の局所単葉函数で,

{Wφ, z} = ϕ, Wφ(z) = (z + i)−1 + o(1) near z = −i

を満たすものがただ一つ存在する. そこで, B(Γ) の部分集合で次のようなものを定義する :

S(Γ) := {ϕ ∈ B(Γ) | Wφは単葉 },
T (Γ) := {ϕ ∈ S(Γ) | Wφは H に擬等角拡張を持つ }

これは, B(Teich(Γ)) = T (Γ) であり, Cl(T (Γ)) ⊂ S(Γ) が知られている.
各 ϕ ∈ S(Γ) に対して,

χφ : Γ 3 γ 7→ Wφ ◦ γ ◦W−1
φ ∈ PSL(2;C)

なる準同型写像が定義される. 像 χφ(Γ) は離散部分群であって, Ĉ に作用する.

Definition 5
χφ(Γ)に対して, 次の条件を考える :

1. χφ(Γ)の不連続領域の連結成分が二つの時, 擬 Fuchs群という.

2. χφ(Γ)の不連続領域の連結成分が一つの時, 全退化 b群という.

3. ある双曲型の元 γ ∈ Γ が存在して, χφ(γ)が放物型の元になる時, cuspという.

4. χφ(Γ) が, 擬 Fuchs群 かつ ∂Teich(Γ)のとき, David Fuchs b群という.

3
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4 DEFORMATION OF A FAMILY OF CYLINDERS

Theorem 2.4 (Bers, [Ber])
Γ が有限生成第一種 Fuchs群とする. このとき, χφ(Γ) が擬 Fuchs群ならば, ϕ ∈ T (Γ)である.
また, ϕ ∈ ∂T (Γ) ならば, χφ(Γ)は cuspまたは全退化 b群である.

3 David map

Definition 6
µ ∈ L∞(C) が, |µ‖∞| < 1 を満たすとする. このとき, C の自己同相写像 f が次の三条件 :

1. ある有限集合 E ⊂ C が存在して, f ∈ W 1,1
loc (C \ E)

2. fz̄ = µfz a.e. z ∈ C

3. 無限遠点での Taylor展開が, f(z) = z + a1

z + · · ·

を満たすとき, f を µ に関する (Beltrami方程式の)正規解という.

Theorem 3.1 ( [AIM, §20, Theorem 20.4.7] )
µ ∈ L∞(C) が次の条件を満たすとき, µ に関する Beltrami方程式は, W 1,2

loc (C) にただ一つ正規解 f を
もつ ;
ある可測関数K と p ≥ 1 が存在して, eK ∈ Lp(D) かつ |µ(z)| ≤ K−1

K+1χD.

Remark
より弱い条件で, Beltrami 方程式は同相解を持つことが知られている (David 条件, [?] が, この際, 解は

W 1,1
loc (C)に存在する.

Proposition 1
µはTheorem 3.1の仮定を満たす可測写像とする. また (µn)を Bel(C)上の列が存在し, supp(µn) ⊂ Cl(D)
かつ µn(z)

n→∞−→ µ(z) ( a.e. z ∈ D ) を満たすならば, µn に関する正規解 fµn は µに関する正規解に広義
一様収束する部分列を含む.

4 Deformation of a family of Cylinders

4.1 McMullenの結果

Theorem 4.1 ( McMullen, [McM, Theorem1.2] )
S を双曲型 Riemann面とし, S 上の閉測地線の長さの下限 short(X) は short(X) > 0 を満たすとする.

このとき, 次が成立する :
[µ] ∈ Teich(S) とし, ν ∈ T[µ]Teich(S) は ‖ν‖∞ = 1 を満たすとする. また, supp(ν) は fµ(S) の単射

半径が L < 1/2 を満たす領域に含まれているとき, 次の不等式が成立する :

‖dB(ν)‖B(S) ≤ C

(
L log

1

L

)2

ここに, B : Teich(S) → B(S) は Bers埋め込み, C > 0 は short(S) にのみ依存する定数である.

4
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4.2 Cylinderのピンチングによる単射半径の計算 5 DAVID FUCHS B 群の構成法

Remark
McMullenは, [McM] のなかで上の定理は, S が有限型であることを仮定しているようにも見えるが, 証明の

中で有限型であることは用いられていない.

4.2 Cylinderのピンチングによる単射半径の計算
任意の正数 M > 0 に対して, TM := {ζ ∈ C | |Imζ| < M}, CM := TM/〈x 7→ x+ 2π〉 と書くこととする.

M > 0 を固定する. また, α ∈ (0, 1) を一つとる. 以下では, TM の部分領域 TαM ⊂ TM を二倍に引き伸ば
し, TM \ TαM では並行移動する擬等角変形を考える. この変形を恒等写像から連続的に変形したとき, αをう
まく選べば, Beltrami係数の supportの単射半径がどのように変化するかを計算すると, 以下のようになる:

ft : x+ iy 7→


x+ iy + tαMi M/2 ≤ y ≤ M

x+ (1 + t)iy |y| ≤ M/2

x+ iy − tαMi −M ≤ y ≤ −M/2

(∀t ∈ [0, 1]).

であり, supp(bel(ft)) の単射半径 Lt は, α = 1/2 とすると次を満たす:

1. M > 2
√
2π2 ならば, L0 < 1/2. 2. Lt は t に関して, 単調減少. 3. L1/L0 < 4/3

√
3(< 1).

よって, M > 2
√
2π2 ならば, Thm 4.1 から次の計算をうる :

‖B([bel(f0)])− B([bel(f1)])‖B(CM ) ≤
∫ 1

0

∥∥∥∥ d

dt
B([bel(ft)])

∥∥∥∥
B(CM )

dt

≤
∫ 1

0

‖dB‖B(CM )

∣∣∣∣ ddtbel(ft)
∣∣∣∣ dt ≤ C

(
L0 log

1

L0

)2 ∫ 1

0

t

t+ 2
dt

である. このような変形を proper stretch という.

4.3 シリンダーの族の変形
S を Riemann面であって, short(S) > 0 かつ高さ M > 2

√
2π2 のシリンダーの可算個の和集合からなる開部

分集合 U を含むとする. U を構成する各シリンダーを Cyln としておく.
S の擬等角変形の列 {Sj}j∈N を以下のようにして帰納的に定義する. ただし, Cyl(n,j) とは, Uj を構成する

シリンダーである : Un−1 から Un への変形は, Cyl(m,n−1) ( m ≥ n ) の中心から Un−1 から Un への変形は,
Cyl(m,n−1) ( m ≥ n ) に proper stretchをし, 外側は 0 の Beltrami係数を定義しておく.

上の変形は, Cyln−1
m の 中心の閉測地線の長さを Ln−1 とし, U から Un−1 の擬等角変形の Beltrami係数を

τn−1, Bers埋め込み B : Teich(S) ↪→ B(S) とおくと,

‖B([τn])− B([τn−1])‖B(S) ≤ C

(
Ln−1 log

1

Ln−1

)2

をうる. ここに C は S にのみ依存する定数である. 特に, Ln ≤ 4/3
√
3Ln−1 であったから,

∑
n

‖B([τn])− B([τn−1])‖B(S) ≤ C
∑
n

(
4

3
√
3

)2n (
L0 log

(
4

3
√
3

)n

L0

)2

< ∞

となる. 従って, [τn] は収束点列である.

5 David Fuchs b 群の構成法
簡単のため, 具体的な曲面に限って議論する. Σ2 を種数 2の閉リーマン面とし, l を Σ2 上の非自明かつ非分離な
単純閉測地線とする. また, Σ2 の Fuchsianモデルを D/Γとし, 基本領域を T0とする. 加えて, l (のHomotopy
類) に対応する双曲的な元を α ∈ Γ, lと交点数が 1 となる単純閉曲線に対応する双曲的な元を β ∈ Γ とする.

5
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5.1 構成法 5 DAVID FUCHS B 群の構成法

次に, l に沿って Σ2 を切り開き, その切り取りに沿って張り合わせて得られる種数が無限の開 Riemann面
を S とする. S の Fuchsianモデル : D/Γ̃は, Γ/Γ̃ ∼= 〈β〉 を満たす. ここに, 〈β〉 は β が生成する巡回群である.
このとき, Tn := βn(T0) とおくと, T =

⋃
n∈Z Tn は Γ̃ の基本領域になる. また, lの Sへの持ち上げによって得

られる単純閉曲線を ln (n ∈ Z) としておく.
構成方法を述べる: l0 の管状近傍を一つ固定し, それを βで写して得られる ln の管状近傍からなる cylinder

の族 (Cyl(ln))n∈Z を考える. また, T への持ち上げを Cn と書くことにする. この Cylinderの族から適切に
選び出すことで, それらの Cylinderを, “§4.3 シリンダーの族の変形” で構成した変形を加えたときに, それが
Theorem 3.1の仮定を満たすようにできる. それぞれの cylinderはピンチングは有界であるが, ピンチング率は
いくらでも大きいものが存在するから, Teich(S) の点ではないことがわかる. 一方で, 前述の結果から, Teich(S)
の内部の点で収束する点列を構成することで, Teich(S) の Bers境界の点であることを示す.

5.1 構成法
以下では, 有限値に収束する正項級数 ∑

n∈N pn を一つ固定しておく.

Lemma 1
任意の ε > 0 に対して, ある N ∈ N が存在して,

∣∣∣⋃|m|>N Γ̃Tm

∣∣∣ < ε

Proof：
D = Γ̃T = Γ̃

(⋃
m∈Z Tm

) より, わかる.

n ∈ Nとする. あるCylinderを中心の塀測地線の高さが全体の (1/2)の管状近傍を 2倍に引き伸ばす擬等角変
形を考える. これを, n回合成したものを, νnとする. このとき, この擬等角変形の最大歪曲度を Kn := 1+∥νn∥∞

1−∥νn∥∞

とする. 補題 1 より, ある M(n) が存在して,

σ
(
Γ̃CM(n)

)
· eKn < pn

を満たすようにできる. そこで, 次のような Beltrami微分を定義する.

µ(z) :=

{
νn(z) z ∈ Cyl(M(n))

0 z ∈ S \
⋃

n∈N Cl(Cyl(M(n)))
=

∑
n∈N

νnχCyl(M(n))

(ここに, χCyl(M(n)) は, Cyl(M(n)) の特性函数である.) これは, S 上の Beltrami微分であって, D への持ち上
げを µ̃ とすると, 構成から D上 L1 歪曲条件を満たすことがわかる. 実際,∫

D
eKµ̃ ≤

∑
n∈N

σ
(
Γ̃CM(n)

)
· eKn <

∑
pn < ∞

である. 従って, µ̃ を D の外側に 0 で拡張したものに関する Beltrami方程式は, 同相解 f µ̃ をもつ. 特に, µ̃ は
Γ̃ に関する持ち上げであったから, f µ̃ は S 上の同相写像を誘導する. この像を Sµ と書くこととする.

5.2 Sµ が Teich(S)の内点ではないこと
内点でないことは次の定理から直ちにわかる :

Theorem 5.1 ( Wolpert, [Wol, Lemma3.1] )
S1, S2 を Riemann面とし, ある擬等角写像 f : S1 → S2 が存在するとする. c1 を S1 上の非自明な閉測

地線とし, c2 を f(c1) と homotopicな閉測地線とすると,

1

K(f)
≤ length(c1)

length(c2)
≤ K(f)

が成り立つ.

6
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5.3 Sµ が Bers境界に存在していること 6 三次元双曲空間への拡張を目指して

もし, Sµ が内点であれば, S からの擬等角写像が存在するが, 対応する閉測地線の長さの比を一様に抑える
ことができない. 従って, Teich(S) の点ではない.

Remark
このことは, さまざまな理解の方法がある. 例えば, Γ̃µ := f µ̃Γ̃(f µ̃)−1 は, f µ̃(D) に不連続に作用している.

このとき, 内点ではないとは, f µ̃(∂D) が擬円ではないことを意味している.

5.3 Sµ がBers境界に存在していること
内部から収束する点列を構成すれば良い. 収束点列を次のように構成する. Sの開部分集合 U :=

⋃
n∈N Cyl(M(n))

を考える. この U 上で, “§4.3 シリンダーの族の変形” で与えた変形を考える. 変形を考える Cylinderの高さ
が, > 2

√
2π2 を満たすくらい十分大きな N を考えれば, n > N ならば

‖B([τn])− B([τn−1])‖B(S) ≤ C

(
Ln−1 log

1

Ln−1

)2

を満たす. 従って, [τn] ∈ Teich(S) は収束点列であることが同様にわかる. そこで, 各 [τn] = ϕn ∈ B(Γ) とし,
極限を ϕ∞ ∈ Cl(Teich(S)) とおく. ϕn は ϕ∞ にノルム収束しているから, 広義一様収束している. つまり, τn
を D の外側で 0 に拡張したものに関する正規解であるWφn

はWφ∞ に広義一様収束している.
また,

τn
n→∞−→ µ̃ (a.e.z ∈ D)

を満たすから, τn に関する正規解は, f µ̃ に広義一様収束している. つまり, 広義一様収束の一意性から, f µ̃ は,
Wφ∞ に一致する. 以上より, f µ̃ は, Bers境界に存在している. 結論をまとめる :

Theorem 5.2 (M.)
ある無限型 Riemann面 S の Bers境界には, David Fuchs b 群が存在する.

6 三次元双曲空間への拡張を目指して
6.1 擬等角写像のDouady-Earle拡張
擬等角写像 f : Ĉ → Ĉ が与えられたとき Ĉ = ∂H3 とみなすことで, これを, H3 の同相写像に拡張することが
できる. まずそれについて紹介する.

Definition 7 ((一様)擬等長写像)
f : H3 → H3 が, 次の条件: ある c1, c2 > 0 が存在して,

• 任意の x, y ∈ H3 に対して,

1

c1
dh(x, y)− c2 ≤ dh(f(x), f(y)) ≤ c1dh(x, y) + c2

• 任意の z ∈ H3 に対して, ある x ∈ H3 が存在して, d(f(x), z) ≤ c2 が存在する.

を満たすとき, (c1, c2)-擬等長写像 という.

Theorem 6.1 (Douady-Earle, Tukia [?])
擬等長写像 f : H3 → H3は, ∂H3 に擬等角写像拡張をもつ. また, 擬等角写像 g : ∂H3 → ∂H3は, H3に

擬等長写像を持つ.
特に, 擬等角写像の拡張として PSL(2;C) の離散部分群同変性を保つ擬等長写像に拡張 (Douady-Earle

拡張)できる.
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6.2 局所一様擬等長写像 REFERENCES

そこで, David mapをH3 に拡張したいとき, その拡張先の写像のクラスは何が適切なのか？また, 拡張でき
ない David mapが存在するのかという問題を考える. 今, 擬等角写像, David map, 擬等長写像の三つの関係性
は次のようになっている:

擬等角写像 退化 //___

D.E. 拡張
��

David map

D.E. 拡張？
��

擬等長写像 退化? //_____ ？？？
この “？？？”の部分を考察するのが以下の目標になる.

6.2 局所一様擬等長写像
Definition 8 (局所一様擬等長写像)

f : H3 → H3 が, 次の条件: ある連続写像 c1, c2 : [0,∞) → [0,∞) が存在して,

• 任意の x, y ∈ ∆(0; r) に対して,

1

c1(r)
dh(x, y)− c2(r) ≤ dh(f(x), f(y)) ≤ c1(r)dh(x, y) + c2(r)

• 任意の z ∈ ∆(0; r) に対して, ある x ∈ H3 が存在して, d(f(x), z) ≤ c2(r) が存在する.

を満たすとき, (c1, c2)-局所一様擬等長写像 という.

Remark
つまり, H3(の球面モデル)の中心 0 から, 距離 r 離れたところでは, (c1(r), c2(r))-擬等長写像になっている

ものを考えている.

これについて, 次を示した.

Proposition 2 (M.)
c1, c2 : [0,∞) → [0,∞) が次の条件:

c1(r) = o( 6
√
r), c2(r) = o( 6

√
r)

を満たすならば, (c1, c2)-局所一様擬等長写像 は, ∂H3 に同相拡張をもつ.

証明について, 簡単に述べる. まず, H3の擬等長写像が無限遠境界 Ĉ の擬等角写像を誘導することを見てみ
る. このことは, “グロモフ双曲性”によって証明される ([BP]). これは, グロモフ積と呼ばれる関数がある不等
式を持つことが本質である. グロモフ積は, 双曲空間の境界のある種の剛性を表している.
そこで, 無限遠境界では, 擬等長写像の振る舞いがワイルドになる < 無限遠境界での双曲空間の剛性という

関係性が成り立てば良い. そのワイルドさと無限遠境界での双曲空間の剛性とが同じ不等式を満たし続ければ
良い.
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