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Abstract

本稿は 2023年 12月に東京女子大学および Zoomで開催された研究集会「結び目の数
理 VI」の報告集のために作成されたものです．We briefly report some results on the
profinite rigidity of the multivariable Alexander polynomials of links in S3 based on
the preprint [MU23] that is a joint work with Biao Ma.
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1. Introduction

素な結び目Kは補空間の基本群 πK の同型類で決定されることが知られているが, その副有限完備
化 π̂K = lim←−Γ�πK

πK/Γの同型類からK が決定されるかどうか, 言い換えると, πK の商であるよ
うな有限群の同型類の全体からK が決定されるかどうかは, まだ幾つかの具体例に対してしか真
であることが確かめられていない. 副有限完備化はアーベル化と可換なので, 2つの結び目 J,K に
対し副有限結び目群の同型 π̂J ∼= π̂K があれば, Alexander多項式の変数である πab

J , πab
K の生成元

s, tに対し, ある v ∈ Ẑ×が存在して s 7→ tv となり, Alexander多項式の諸性質と初等的な可換環
論, Artin–Mazurの力学系ゼータ関数を用いて示される Friedの定理によってAlexander多項式の
等式∆J(t)

.
= ∆K(t)が得られる. その証明の過程で得られる完備環の補題を用いて, Yi Liuは, 一

般に有限体積を持つ双曲 3次元多様体の体積がその基本群の副有限完備化の同型類から有限個の不
定性を除き決定されることを示した (cf. [BF20, BR20, Rei18, Uek18, Uek21, Uek22, Liu23]).

3次元多様体の性質の副有限剛性については, 近年Oxford大の幾何群論チームの若手たちが参
入するなどして, 何本もの論文が書かれている. 状況を総括する研究集会が 2023年 6月にMadrid
の ICMATにて開催され, 問題集が作成された [BJZR23]. また筆者はAlan Reid先生から, 結び目
のある多変数多項式不変量の副有限剛性について, “Jun, maybe you can do it!”といって, 指差し
ウィンクを貰ってしまった. 多変数多項式となると技術的な難易度が大きく上がり, また初期設定に
迷う部分も増える. そこでまずは準備研究として, 絡み目の多変数 Alexander多項式の副有限剛性
を調べることにした. さらなる個人的な背景として, 絡み目の多変数岩澤理論についての舘野氏と
の研究 [TU23]の進捗により技術的な準備が整ったこと, またMadridに同時期に研究滞在していた
Biao Ma氏が著者の論文 [Uek18, Uek21]について熱心に訊ねてくれたことが挙げられる. 2人には
特段の感謝を述べたい. またMadridに招待して下さったAndrei Jaikin-Zapirain先生や Ian Agol
ラボの面々にも大変感謝している.
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2. π̂J ∼= π̂Lのとき

2つの d成分絡み目 J, Lの群 πJ , πL の間に同型 πJ ∼= πJ があったとき, 同型 Zd ∼= πab
J
∼= πab

L
∼=

Zd;x 7→ V xによって, 多変数 Alexander多項式の変数たちはある V ∈ GLdZによって対応する.
例えば d = 2のとき, 単因子論により, ∆J(t1, t2)

.
= ∆L(t

a
1, t

b
2), (a, b ∈ Zは互いに素)となる.

代わりに π̂J ∼= π̂Lが与えられたとき, Ẑd ∼= π̂ab
J
∼= π̂ab

L
∼= Ẑd;x 7→ V x, V = (vij) ∈ GLdẐが導

かれ, 特に J と Lの成分数は一致する. ここで
∆J(t1, . . . , td)

.
= ∆L(t

v11
1 · · · t

v1d
d , . . . , tvd11 · · · t

vdd
d )

となることが予想されるが, 実際にこれは成り立つ:

Theorem 2.1. π̂J ∼= π̂Lならば∆J , ∆Lは変数たちへのGLdẐ作用を除き一致する.

Proof. 完備AlexanderイデアルがAlexander多項式で生成される (cf.[TU23, Proposition 4.5])こ
とに注意する. [TU23, Theorem 7.3]の証明でZp[[t

Zp

1 , . . . , t
Zp

d ]]をZp[[t
Ẑ
1 , . . . , t

Ẑ
d ]]に変えればよい.

良く知られた事実 (folklore) の系であるが, いざ証明しようとすると中々大変だった. もっと良
い方法があるかもしれない. 少なくとも d = 1の場合は, もっと平易な, 良く知られた方法がある.

3. 絡み数

d = 2のとき, Torres条件により, L = L1 ∪L2に対し |∆L(1, 1)| = |lk(L1, L2)|となる. これと直前
の定理から次が得られる.

Corollary 3.1. J = J1 ∪ J2, L = L1 ∪ L2のとき, π̂J ∼= π̂Lならば |lk(J1, J2)| = |lk(L1, L2)|.

Proof. ある V = (vij) ∈ GL2Ẑに対し, ∆L(1, 1)
.
= ∆J(t

v11
1 tv122 , tv211 tv222 )|t1=t2=1

.
= ∆J(1, 1).

Remark 3.2. この値はCasson–Lin型不変量としての解釈を持つ [HS10]. つまり, ある主束のセク
ションを数えることを背景に, ある種の SU(2)表現の個数と見ることができる. d > 2の場合には
∆J(0, . . . , 0) = 0となるが, 1の冪根を代入した値の積としてCasson–Lin型不変量が定義され調べ
られており [BC20], この方向で研究を進めることができる.

4. Friedの命題の多変数版

Friedの命題は次を主張する: f(t) ∈ Z[tZ]と n ∈ Z>0に対し巡回集結式を rn := Res(tn−1, f(t)) =∏
ζn=1 f(ζ)と置く. f(t) ∈ Z[tZ]は f(t)

.
= f(t−1)を満たし, f(t)は 1の冪根を根に持たないとする.

このとき, rnの絶対値を並べた数列 (|rn|)nから, Z[tZ]の単数倍を除き復元できる [Fri88].

これを多変数多項式に拡張することができる:

Theorem 4.1. f(t1, . . . , td) ∈ Z[tZ1 , . . . , tZd ]が f(t±1
1 , . . . , t±1

d )
.
= f(t1, . . . , td)を満たし, 1の冪根ペ

アを零点に持たないとき, n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd
>0に対しn次巡回集結式をrn =

∏
ζ
ni
i =1 f(ζ1, . . . , ζd)

と定めれば, 絶対値の数列 (|rn|)nから f(t1, . . . , td)が Z[tZ1 , . . . , tZd ]の単数倍を除き復元される.

Proof. d = 2のときを考える. まず列 (|rm,n|)m,nから (rm,n)m,nが決まる. 実際, Friedの議論と同
様, Sturmの定理によって, 絶対値 (|rm,1|)m と (|r1,n|)n から rm,1 = ε1δ

m
1 |rm,1|, r1,n = ε2δ

n
2 |r1,n|

を満たす εi, δi ∈ {±1}が得られる. 同様のことが固定された nに対する (|rm,n|)m, 固定されたm
に対する (|rm,n|)nについても言えて, このことから結局 rm,n = ε1δ

m
1 ε2δ

n
2 |rm,n|となる.

次に, Friedの命題により, 各 nに対し, 列 (rm,n)mから rn(x) := Res(yn − 1, f(x, y)) ∈ Z[x]が
定まることに注意する. ここで pを素数とし, Z[x]の (p)での局所化の代数閉包Cを取る. 次のよう
な Friedの議論の修正によって, 列 (rn(x))nから f(x, y)が決定されることが分かる:

2
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いま C[y]において f(x, y) = a0
∏

i(y − αi)と書けば,

rn(x) = an0
∏
i

(αn
i − 1) =

∏
I⊂{1,2,...,l}

(−1)l−|I|µn
I ,

l は f(x, y) ∈ C[y]の length, µI := a0
∏

i∈I αi, と表せる. ここで exp
∑

n µ
n
I
zn

n = exp(log(1 −
µIz)) = 1− µIzであることから,

B(z) := exp
∑
n

rn
zn

n
=

∏
I

(1− µIz)
−1l−|I|

を得る. よって列は (rn(x))は µI たち, さらには, この体 C 上の有理関数の divisor∑
I

(−1)l−|I|µ−1
I = a−1

0

∏
i

(α−1
i − 1) ∈ Z[C∗]

を決定する. (...という議論は格好が良いが, 実は単に指数関数がZ上１次独立であることからも言
える.) いま αiたちは 1の冪根でないので, Friedの補題 [Fri88, Lemma 1]から, この元は α−1

i − 1
の形の因子たちを重複度込みで決定し, よって a0も決定する. これは f(x, y)の復元を意味する.

d > 2の場合も再帰的に論じることができる.

5. 少し強い仮定のもとで

f(t), g(t) ∈ Z[tZ]に対し, Zp[[t
Ẑ]]のイデアルの等式 (f(t)) = (g(tv)), (v ∈ Ẑ×)があったとき, 円分

多項式Φm(t)が f(t)を割ることと g(t)を割ることは同値である [Uek18, Lemma 3.5]. これは係数
体を取り替えてもある程度成り立つ. 仮定を強めた状況で次が示される.

Theorem 5.1. π̂J ∼= π̂Lとする. 導かれる同型 π̂ab
J
∼= π̂ab

L が, J の各第 i成分のメリディアンを, L
の第 i成分のメリディアンが位相的に生成する部分群へと送るとき,

∆J(t1, . . . , td)
.
= ∆L(t1, . . . , td).

1変数の場合 [Uek18, Theorem 1.1]は円分多項式因子をキャンセルすればすぐ Friedの定理に
帰着されたが, 多変数の場合はもう少し議論が要る:

Proof. d = 2のときを考える. 次数対称な f(x, y) ∈ Z[xZ, yZ]について, 集合 {f(xv1 , yv2) | v1, v2 ∈
Ẑ×}から f(x, y)が単数倍を除き決まることを示せば良い. まず, Z[xZ, yZ]/(xm − 1, yn − 1)での
イデアル (f(xv1 , yv2))の像が決まる. Friedの命題と [Uek18, Lemma 3.5]から, rn(x) := Res(yn −
1, f(x, y)) ∈ Z[xZ]および rm(y) := Res(xn − 1, f(x, y)) ∈ Z[yZ]が単数倍を除き決まる. イデアル
の列 ((rn(x)))nから多項式列 (rn(x))nを決める際には,次数対称性から t倍のズレは制御でき,あと
は符号が問題となるが, Sturmの定理を用いるFriedの議論を genericな点での特殊値列に適用すれ
ば, 絶対値列 (|rn(x)|)nから (rn(x))nが決まる. f(x, y)を (rm(y))の共通円分多項式因子の全体に
よる f(x, y)の商に取り替えれば, 先程用いた Friedの議論の微修正版から C[y]において (rn(x))n
から f(x, y)が復元され, よってもとの f(x, y)が復元される. d > 2の場合も同様に言える.

6. 双曲絡み目の場合

Wilton–Zalesskii, Agol–Wiseの結果に基づく Yi Liuの深い結果 [Liu23, Theorem 1.2]によれば,
双曲 3次元多様体においては GLdẐ作用による不定性が GLdZ作用と Ẑ× 倍の不定性に落とせる
(Ẑ×-regularity). これと先程の結果を組み合わせれば, 次の強い結果が得られる.

Theorem 6.1. J が双曲的で π̂J ∼= π̂Lのとき, ∆J と∆Lは, GLdZ作用の不定性を除き一致する.

3
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次の問は我々にとって興味深い.

Question 6.2. 一般に π̂J ∼= π̂Lのとき, ∆J と∆Lは, GLdZ作用の不定性を除き一致するか？

もしGLdẐ作用分の不定性がGLdZとGLdẐの対角行列の積にまで落ちるなら, これは真であ
る. Ẑ×倍の不定性よりも緩い条件なので成り立つ可能性があるが, 証明にはおそらく幾何学を本格
的に使う必要がある. もし有用な情報や協力者があれば, ご連絡いただけると大変ありがたい.
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