
Fp[X ] に付随する 3 次元多様体の不変量
川上　竜乃進 (広島大学大学院先進理工系科学研究科)

概 要
Mihalache–鈴木–寺嶋は, 対合的, ユニモジュラー, 余ユニモジュラーな Hopf 代
数から o-グラフを通じて 3 次元多様体の不変量を構成した [8]. 本稿ではこれを
MST 不変量と呼ぶ. 有限体 Fp 上の多項式環 Fp[x] をイデアル 〈xp〉 で割って
得られる代数 Fp[X] は, これらの条件を満たす Hopf 代数となる. 本稿では, ま
ず Heegaard 種数 1 の多様体に対する MST 不変量の性質を論じ, その結果を
用いて Fp[X] に付随する MST 不変量の計算と考察を行う.

1 MST 不変量
この章では Benedetti–Petronio [1] による閉正規 o-グラフの理論, および Hopf 代数と

その周辺に関する基礎事項を復習した後, Mihalache–鈴木–寺嶋 [8] により構成された向
きづけられた閉 3 次元多様体の不変量の定義を紹介する.

以下, 特に断らない限り 3 次元多様体は境界のない向きづけられたものとする.

1.1 3 次元多様体を表す閉正規 o-グラフ
以下, R3 の向きを右手系に固定しておく.

定義 1.1. 以下の性質をもつ連結 4 価グラフの R2 へのはめ込みを正規 o-グラフという.

(i) 頂点が 1 つ以上存在し, 各頂点には上下表記がある.

(ii) 各辺は向きづけられており, 頂点を横断する辺同士の向きは同調している.

正規 o-グラフのうち, いくつかの公理 ([1] Chapter 1 を参照) を満たすものを閉正規
o-グラフという. 閉正規 o-グラフは後述の方法で, 向きづけられた閉 3 次元多様体を表
す. 例えば, レンズ空間 L(s, 1) は s 個の頂点をもつ閉正規 o-グラフで表される (図 1).

図 1: L(s, 1) を表す閉正規 o-グラフ

閉正規 o-グラフから向きづけられた閉 3 次元多様体を得る方法を説明する. まず, 閉正
規 o-グラフの各頂点を R3 に埋め込まれた多面体に図 2 のようにして置き換える.
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図 2: 閉正規 o-グラフの頂点と多面体の対応

さらに, それらの多面体を閉正規 o-グラフの辺の接続に従い接着する. 得られた多面体を
図 3 のように太らせることで, S2 境界をもつ向きづけ可能な 3 次元多様体が得られ, そ
の向きを R3 から誘導されるものとする.

図 3: 3 次元多様体の生成

この多様体に 3 次元球体を貼り合わせることにより, 向きづけられた閉 3 次元多様体が
得られる. 任意の 3 次元多様体はある閉正規 o-グラフから得られ, 2 つの閉正規 o-グラ
フが同相な 3 次元多様体を表す必要十分条件も知られている.

定理 1.2 (Benedetti–Petronio [1]). Γ1,Γ2 を閉正規 o-グラフとし, M(Γ1),M(Γ2) を
Γ1,Γ2 から得られる 3 次元多様体とする. このとき, M(Γ1) と M(Γ2) が向きを保って同
相となる必要十分条件は Γ1, Γ2 が, 0-2 移動 (図 4), CP 移動 (図 5), MP 移動 (図 6),

を有限回繰り返すことで移りあうことである. ただし, 図 6 で向きの書かれていない部分
は移動の前と後で矛盾なく対応させることとする.

図 4: 0-2 移動 図 5: CP 移動
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図 6: MP 移動

定理 1.2 より, 閉正規 o-グラフから構成された量で, 各移動の下で不変なものは 3 次元
多様体の不変量となる.

1.2 Hopf 代数とテンソルネットワーク
ここでは, [6,7,8,9] を参考にして, Hopf 代数とその周辺知識についてまとめ, テンソル

ネットワークと呼ばれる図式による Hopf 代数の計算手法を紹介する.

特に断らない限り, ベクトル空間は体 K 上の有限次元ベクトル空間のことを表す. ま
た, ベクトル空間 V の双対空間を V ∗, ベクトル空間 V , W のテンソル積空間を V ⊗W

と書く.

ベクトル空間 B と積 m : B ⊗ B → B, 余積 ∆: B → B ⊗ B, 単位射 u : K → B, 余
単位射 ϵ : B → K の組 (B,m, u,∆, ϵ) を双代数という. ただし, 各写像は単位律や結合
律などの公理を満たす線形写像である.

定義 1.3. (H,m, u,∆, ϵ) を双代数とする. 反準同型写像 S : H → H が可換図式

H ⊗H
S⊗id // H ⊗H

m

##H
HH

HH
HH

HH

H

∆
;;vvvvvvvvv ϵ //

∆ ##H
HH

HH
HH

HH
K

u // H

H ⊗H
id⊗S

// H ⊗H

m

;;vvvvvvvvv

を満たすとき, 組 (H,m, u,∆, ϵ, S) を Hopf 代数と呼び, S を H の対合射と呼ぶ.

ここで, 線形写像 f : H → H が反準同型写像であるとは, 任意の a, b ∈ H に対し
f(ab) = f(b)f(a) を満たし, u(1K) =: 1H = f(1H) を満たすことをいう.

以降, 特に断らない限り Hopf代数 H といえば Hopf代数 (H,m, u,∆, ϵ, S) を表すこ
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ととする. Hopf 代数のテンソル積空間には Hopf 代数の構造が入り, m,u,∆, ϵ, S の引き
戻しを考えることで双対空間にも Hopf 代数の構造が入る.

定義 1.4. Hopf 代数 H が S2 = id を満たすとき, H は対合的であるという.

次に Hopf 代数上の積分と余積分について紹介する.

定義 1.5. H を Hopf 代数とする. このとき, µL 6= 0 ∈ H∗ が左積分であるとは

f · µL = f(1H)µL (∀f ∈ H∗)

を満たすことをいう. また, µR 6= 0 ∈ H∗ が右積分であるとは

µR · f = f(1H)µR (∀f ∈ H∗)

を満たすことをいう. ここで, f · µ と µ · f は H∗ 上の積 (∆ による引き戻しで定義され
る) により得られる H∗ の元である. H∗ 上の左積分, 右積分をそれぞれ eL, eR と書き,

H の左余積分, 右余積分という.

定義 1.6. Hopf 代数 H 上の左余積分が右余積分であるとき, H はユニモジュラーであ
るといい, 左余積分も右余積分も単に余積分という. また, H 上の左積分が右積分である
とき, H は余ユニモジュラーであるといい, 左積分も右積分も単に積分という.

積分と余積分はスカラー倍を法として一意に存在することが知られている. このことか
ら, ある左 (余)積分が右 (余)積分でもあれば, 左 (余)積分全体は右 (余)積分全体に一致
する.

Hopf 代数の計算はテンソルネットワークという図式を用いて記述すると簡潔にな
る場合が多い. V をベクトル空間とし, T ∈ V ∗⊗m ⊗ V ⊗n をとる. 図 7 のように,

{1, . . . ,m} = {i1, . . . , im}, {1, . . . , n} = {o1, . . . , on} により辺がラベリングされた T を
頂点とする有向グラフのことを, T を表すテンソルネットワークという.

T...
...

i1 o1
i2 o2

im on

図 7: テンソルネットワーク

以降, 特に断らない限り辺のラベルのつけ方を, V ∗ に対応する m 本の矢印については反
時計回り, V に対応する n 本の矢印については時計周りに固定することで, その表記を省
略する. また, テンソルネットワークを V ∗⊗m ⊗ V ⊗n の元そのものだと思うことにする.

テンソルネットワーク T , S が与えられたとき, それらを接続して得られる有向グラフ
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...
... T ...

...
...S...

o i

図 8: テンソルネットワークの接続

を T ⊗ S の (o, i)-縮約により得られるテンソルネットワークとみなす. 同様にして, テン
ソルネットワーク T からそれ自身の辺同士を接続して得られる図式も, その辺が対応す
るテンソルの縮約により得られるものとする.

V ∗ ⊗ V は次の同型写像により, V から V への線形写像全体 L(V, V ) と自然に同一視
できる.

V ∗ ⊗ V −→ L(V, V )

∈ ∈
f ⊗ v 7−→ (x 7→ f(x)v (∀x ∈ V ))

同様に, V ∗⊗m ⊗ V ⊗n は L(V ⊗m, V ⊗n) と自然に同一視できる. このことから, 線形写像
の計算はテンソルネットワークによって記述できる. F ∈ L(V, V ) が f ⊗ v ∈ V ∗ ⊗ V と
同一視されるとき, F のトレースとは tr(F ) = f(v) ∈ K のことであり, これをテンソル
ネットワークで表せば

F

となる. Hopf 代数の公理は次のように表せる.

S

∆ m
= ϵ 1H =

∆ m

S

1.3 MST 不変量の定義
以降, H を対合的, ユニモジュラー, 余ユニモジュラーな Hopf 代数とする. 以下では

[8] で構成された 3 次元多様体の K 上の不変量を紹介する.

定義 1.7. Γ を閉正規 o-グラフとする. 各頂点を以下のようにして置き換えて得られるテ
ンソルネットワークを Z(Γ,H) と書く.

図 9: 頂点とテンソルネットワークの対応
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閉正規 o-グラフの公理から Z(Γ,H) は K の元となる.

以下の定理 1.8 により, Z(Γ,H) は 3 次元多様体の不変量である. この不変量をMST

不変量と呼ぶ.

定理 1.8 (Mihalache–鈴木–寺嶋 [8]). Γ1,Γ2 を閉正規 o-グラフとし, それらが表す 3 次
元多様体を M(Γ1),M(Γ2) とおく. このとき, M(Γ1) と M(Γ2) が向きを保って同相な
らば Z(Γ1,H) = Z(Γ2,H) が成り立つ.

以上では, テンソルネットワークによる不変量の構成を紹介した. 一方, Hopf 代数の
Heisenberg 2 重化と呼ばれる代数を用いても MST 不変量が構成できる. 特に, MP 移
動に関する不変性は Hopf 代数の Heisenberg 2 重化がもつ性質から示される.

2 Heegaard 種数 1 の多様体の MST 不変量
本章では, Heegaard 種数 1 の多様体 M に対する不変量 Z(M,H) の性質を論じる.

以下の閉正規 o-グラフは S2 × S1 を表す [3].

S2 × S1 を表す閉正規 o-グラフ

次の命題 2.1 のとおり, Z(S2 × S1,H) は µ(e) = 1 となるような積分 µ と余積分 e を用
いて簡単な形で書ける.

命題 2.1. Z(S2 × S1,H) = ϵ(e)µ(1H) が成り立つ.

s, t を互いに素な整数で 1 ≤ t ≤ s を満たすものとする. レンズ空間 L(s, t) の閉正規
o-グラフは次のようにして得られる [2]. まず, 語 W+,W−,W を

W+ = v+s v
+
s−1 · · · v

+
1 , W− = v−t v

−
2t · · · v

−
st, W = W+W−

と定義する. ただし, 各添え字は s を法として同一視する. 次に, 閉正規 o-グラフの頂点

•

を s 個並べ, それらに 1, 2, . . . , s と番号づける. W を右から巡回的に読み, 添え字を頂
点の番号, + を上の辺, − を下の辺に対応させ, 順に各頂点をつなぐ. このようにして得
られた閉正規 o-グラフは L(s, t) を表す. 例えば, 図 10 の閉正規 o-グラフは L(3, 2) を
表す.
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図 10: L(3, 2) を表す閉正規 o-グラフ

命題 2.2. H が可換または余可換であるとき, 任意のレンズ空間 L(s, t) に対し
Z(L(s, t),H) = tr(ms ◦∆s)

が成り立つ. ここで ms : H⊗s+1 → H , ∆s : H → H⊗s+1 とは
ms = m ◦ (m⊗ id) ◦ · · · ◦ (m⊗ id⊗s−1)

∆s = (∆⊗ id⊗s−1) ◦ (∆⊗ id⊗s−2) ◦ · · · ◦∆

のことである.

命題 2.2 より, H が可換または余可換であれば Z(L(s, t),H) の値は t に依らないこと
が分かる.

3 Fp[X] に付随する MST 不変量の性質
本章では, Hopf 代数 Fp[X] の定義を紹介し, いくつかの多様体に対して不変量

Z(M,Fp[X]) の計算を行う. また, その結果を基にして Z(M,Fp[X]) の性質を考察
する.

以降, p は素数とし Fp = Z/pZ とおく. Fp は通常の和と積について標数 p の体となる.

命題 3.1. Fp 上の多項式環 Fp[x] は, 通常の積, 単位元と次の線形写像により無限次元
Hopf 代数となる. ただし, 多項式環を基底が {1, x, x2, . . .} であるベクトル空間とみなす.

∆: Fp[x] −→ Fp[x]⊗ Fp[x]

∈ ∈

x 7−→ 1⊗ x+ x⊗ 1

ϵ : Fp[x] −→ Fp

∈ ∈

x 7−→ 0

S : Fp[x] −→ Fp[x]

∈ ∈

x 7−→ −x

Fp[x] はベクトル空間のテンソル代数と呼ばれるもののうち, ベクトル空間の次元が 1

のものである. テンソル代数は対合的であるが, その次元は無限であるため MST 不変量
に用いることができない. そこで, 適切なイデアルを考えることで Fp[x] の次元を有限に
落とす.
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命題 3.2. xp ∈ Fp[x] により生成されるイデアルを 〈xp〉 とおく. このとき, Fp[X] :=

Fp[x]/〈xp〉 は定義 3.1 における線形写像から誘導される写像により p 次元 Hopf 代数と
なる.

Fp[X] は可換かつ余可換であるため, ユニモジュラーかつ余ユニモジュラーであり,

Z(M,Fp[X]) は不変量である.

2 章の結果を用いて次の命題 3.3, 3.4 が示される.

命題 3.3. Z(S2 × S1,Fp[X]) = 0 が成り立つ.

命題 3.4. 任意のレンズ空間 L(s, t) に対し

Z(L(s, t),Fp[X]) =

{
0 (s | p)
1 (その他)

が成り立つ.

以下では, 三葉結び目で分岐する S3 の n 重巡回分岐被覆空間である, 4 元数多様体 Q

(n = 3) と Poincaré ホモロジー球面 P (n = 5) に対する不変量の計算結果を示す. Q

と P を表す閉正規 o-グラフについては [10] を参照した. なお, 計算にはコンピュータを
用い, Python とそのライブラリである tensornetwork を利用した.

次の閉正規 o-グラフは Q を表す.

図 11: Q を表す閉正規 o-グラフ

これをテンソルネットワークに変換し, p = 41 まで計算した結果

Z(Q,Fp[X]) =

{
0 (p = 2)

1 (3 ≤ p ≤ 41)

となった.

次の閉正規 o-グラフは P を表す.

図 12: P を表す閉正規 o-グラフ
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これをテンソルネットワークに変換し, p = 41 まで計算した結果

Z(P,Fp[X]) = 1 (p ≤ 41)

となった.

以上で不変量を計算した多様体の 1 次ホモロジー群は

H1(S
2 × S1) = Z, H1(L(s, t)) = Zs, H1(Q) = Z2 ⊕ Z2, H1(P ) = 0

である. ここまでの結果を踏まえて次の予想を立てた.

予想 1. 任意の 3 次元多様体 M について

Z(M,Fp[X]) =

{
0 (♯H1(M) = ∞ または p | ♯H1(M))

1 (その他)

が成り立つ.

有限群 G が生成する群環 C[G] には対合的, ユニモジュラー, 余ユニモジュラーな
Hopf 代数の構造が入る. Z(M,C[G]) について次の結果が知られている.

命題 3.5 (Mihalache–鈴木–寺嶋 [8]). 任意の 3 次元多様体 M に対し

Z(M,C[G]) = ♯Hom(π1(M), G)

が成り立つ.

命題 3.5 から加法群 Z/pZ について Z(M,C[Z/pZ]) = ♯Hom(H1(M),Z/pZ) が成り
立つ. また, 有限生成アーベル群の基本定理から H1(M) = Zn ⊕ Z/n1Z ⊕ · · · ⊕ Z/nkZ
と書ける. よって, n 6= 0 であれば p | Z(M,C[Z/pZ]) であり, n = 0 のときは p | ni で
あるような ni が存在することと p | Z(M,C[Z/pZ]) であることが同値である. このこと
から予想 1 は次のように言い換えられる.

予想 2. 任意の 3 次元多様体 M について

Z(M,Fp[X]) = Z(M,C[Z/pZ]) mod p

が成り立つ.

予想 2 の証明の方針としては, まず命題 3.5 と類似した方法で証明するということが考
えられる. 命題 3.5 の証明の概要を次に述べる. まず, 閉正規 o-グラフ Γ の辺集合 E(Γ)

に対し, 各点についてある関係を入れることで π1(M) の表示 〈E(Γ) | R〉 が得られる
[4, 5]. また, 図 9 の変換は辺から G への彩色として理解できる. さらに, この彩色は関係
R を保つ. MST 不変量は最終的にトレースをとることで定まるが, これが彩色の数え上
げに対応している. 以上のような議論で命題 3.5 は証明される. 特に, 局所的に見て図 9
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の変換が, 辺から G への R を保つ彩色とみなせることが証明のポイントになっている.

しかし Fp[X] の場合, その余積構造が C[Z/pZ] と全く違うため局所的には R を保たな
い. このため C[G] の場合の証明が応用できず, 別のアプローチが必要だと思われる.
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