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1 Abstract

超分子の構造として現れる多面体絡み目は, その構造より自然に多面体を被覆する. さらに複雑な構造では,

多面体絡み目ではなく絡み合う空間グラフによる多面体への被覆が現れる. 多面体絡み目は多面体の正則近傍
内への埋め込みとして得られるが, 今回の講演では空間グラフによる被覆について理解するために、主に抽象
グラフの被覆について考察する. 抽象的なグラフの間の被覆の性質について, 「同じグラフを被覆する抽象グ
ラフはこの公演で導入する変形を有限回施すことによって互いに移り合う」という定理を紹介し, 証明のアイ
デアを中心に説明する. また, グラフの被覆の性質を使って空間グラフとして見た多面体同士の被覆について
も議論したい.

2 グラフの (n,m)-被覆の定義
この章では, 抽象的なグラフの (n,m)-被覆の定義をする.

定義 2.1. 以下,グラフ G1 からグラフ Gへの写像 f : G → H は以下の条件を満たすとする.

(1) f を V1 に制限すると V1 を V2 に写し, E1 に制限すると E1 を E2 に写す.

(2) 任意の G1 の辺 eの両端の頂点を v, uとすると f(e)の両端の頂点は f(v), f(u)である.

定義 2.2. G1 = (V1, E1)をループを含まない有限グラフ, G2 = (V2, E2)をループを含まない有限グラフとし
てある自然数 nに対して以下を満たす f : G1 → G2 が存在するとき, n重被覆するという.

(1) 任意の G２ の辺 e′ に f の逆像で対応する G1 の辺の個数は nである.

また,このときの f を (G1, G2)の n重被覆写像という.

定義 2.3. G1 が G2 を n重被覆していて f をその被覆写像とするとき,ある自然数mに対して f が以下の条
件を満たすとき, G1 は G2(n,m)-被覆するという.

(2) G2 の任意の頂点 v′ に f の逆像で対応する G1 の頂点の個数はmである.

また,このときの f を (G1, G2)の (n,m)-被覆写像という.

図 1,図 2は G1 が G2 を (2, 2)-被覆する例である. G2 の頂点と辺に色を塗り, 被覆写像 f で写る G1 の辺
と頂点を写った先の色で塗ったものである.
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図 1 G1 図 2 G2

3 被覆の性質
この章では, グラフの (n,m)-被覆について説明する. 特に. 特に, ２辺入れ換えを定義し, あるグラフを

(n,m)-被覆するグラフは２辺入れ換えによって移りあうという定理と定理の証明に必要な補題を紹介して
いる.

命題 3.1. G1 が G2 を (n,m)-被覆していて G2 が G3 を (µ, λ)-被覆するとき, G1 は G3 を (nµ,mλ)-被覆
する.

図 3 G1 図 4 G2 図 5 G3

命題 3.2. G1 と G2 はそれぞれ k1-正則 k2-正則で G1 が G2 を n重被覆しているとする. このとき, nk2

k1
が自

然数になるならば, G1 は G2 を (n, nk2

k1
)-被覆する.

定義 3.3. G = (V,E), G1 = (V1, E1)を正則グラフ, G1 が Gを (n,m)-被覆するとして f をその被覆写像と
する. このとき以下の一連の変形を 2辺入れ換えとよぶ.

(1) v1, v2 を G1 の頂点, v を Gの頂点として f(v1) = f(v2) = v を満たすとする.v1, v2 を端点に持つ G1

の辺 e1, e2 を選ぶ.

(2) それらのもう一方の端点を v1
′, v2

′ とする.

(3) G1 の辺 e1 = (v1, v1
′), e2 = (v2, v2

′) を取り除き, 辺 (v1, v2
′), (v2, v1

′) を加えて新たなグラフ G1
′ を
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図 6

得る.

定理 3.4. G0 が Gを (n,m)-被覆するとする.

このとき,以下は同値である.

(1) G0
′ は Gを (n,m)被覆する.

(2) G0 に有限回 2辺入れ換えを施すと G0
′ が得られる.

証明の概要
(2)⇒(1)について

補題 3.5. G1 に 2辺入れ換えを施して得られた G1
′ は Gを (n,m)-被覆する.

(1)⇒(2)について
証明の方針

• グラフ Gに対応する行列である隣接行列 A(G)を定義する.

• ２辺入れ換えに対応する行列である２辺入れ換え行列を定義する. ２辺入れ換えは隣接行列に２辺入れ
換え行列を足すことで実現できる.

• A(G0
′)−A(G0)が２辺入れ換え行列の有限個の和であらわせることを示す.

証明に必要なことを補題 3.12まで紹介する.

規約 3.6. G = (V,E), G0 = (V0, E0) はループを含まない有限グラフ, G0 は G を (n,m)-被覆するとして,

その被覆写像を f とする. このとき以下のように G, G0 の頂点に添え字をつける.

a, b は 1 ≤ a ≤ |v|, 1 ≤ b ≤ m を満たすような自然数とするとき, V の頂点 va, V0 の頂点 v0(a,b) は
f(v0(a,b)) = va を満たす.

図 7は, 六面体が四面体を (2, 2)-被覆するときの規約 3.6を用いた添え字付けの例である.

補題 3.7. G0 を k0-正則, A(G0) = (ai,j)を G0 の隣接行列とすると以下が成立する.∑
1≤i≤m|V |

ai,j =
∑

1≤j≤m|V |

ai,j = k0

補題 3.8. 規約 3.6の添え字付けを考えたとき, A(G0) = (a0(a,b)(c,d)))を G0 の隣接行列, vi, vj を Gの頂点
としたとき, A(G0)は以下を満たす.
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図 7 被覆写像で送る前と送った先の頂点の色が同じ

(1) Gに vi, vj を端点に持つ辺が存在するとき,
∑

1≤k≤m

∑
1≤l≤m a0(i,k)(j,l) = n

(2) G に vi, vj を端点に持つ辺が存在しないとき, 任意の 1 ≤ k, l ≤ m を満たす自然数 k, l に対して
a0(i,j)(k,l) = 0

図 8 vi, vj を (3, 3)-被覆されているグラフの頂点としたとき, 行列の緑で囲まれた小行列の成分の和は間
に辺があれば 3になり, なければ 0になる

定義 3.9. 規約 3.6の添え字付けを考えて, A(G0) = (a0(a,b)(c,d))を G0 の隣接行列とする. A(G0)の 1以上
の成分 a0(α,β)(λ,µ), a0(α,γ)(ν,ξ) が存在するとする. このとき以下の性質を満たす行列 B を 2辺入れ換え行列
とよぶ. 　

• B = (b(a,b)(c,d))はm|v|次正方行列.

• b(α,β)(λ,µ) = b(λ,µ)(α,β) = b(α,γ)(ν,ξ) = b(ν,ξ)(α,γ) = −1

• b(α,γ)(λ,µ) = b(λ,µ)(α,γ) = b(α,β)(ν,ξ) = b(ν,ξ)(α,β) = 1

• 上記以外の成分は 0

補題 3.10. 規約 3.6の添え字付けを考えて, A(G0) = (a(a,b)(c,d))を G0 の隣接行列, a(α,β)(λ,µ), a(α,γ)(λ,ν) ≥
1とする. 定義 2.10のように 2辺入れ換え行列B0を決める. このとき, G0の辺 (v(α,β), v(λ,µ)), (v(α,γ), v(λ,µ))

を取り除き, 新たな辺 (v(α,β), v(γ,ξ))(v(α,γ), v(λ,µ)) を加えるような 2 辺入れ換えによって得られたグラフを
G1 とする. このとき A(G0) +B0 = A(G1)が成立する.
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命題 3.11. G1 と G2 はそれぞれ k1-正則 k2-正則で G1 が G2 を n重被覆しているとする. このとき, nk2

k1
が

自然数になるならば, G1 は G2 を (n, nk2

k1
)-被覆する.

命題 3.11より, 考えたい超分子の被覆する多面体の候補は以下の表のとおりである.

表 1 超分子が被覆する多面体の候補

多面体 (n,m)被覆の候補 被覆するのか
正四面体 (30, 30) ◦
立方体 (15,15) ?

正八面体 (15,20) ?

正十二面体 (6,6) ?

切頂四面体 (10,10) ?

切頂六面体 (5,5) ?

切頂八面体 (5,5) ?

切頂十二面体 (2,2) ◦
切頂二十面体 (2,2) ×
二十・十二面体 (3,4) ?

斜方切頂二十・十二面体 (1,1) ×

4 空間グラフの被覆の定義
定義 4.1. g(G1)，h(G2)を連結で各頂点の次数が 2以上の空間グラフとする. また g(G1) ⊂ N(h(G2))とす
る. このとき自然数 nに対して以下の全ての条件を満たす胞体写像 f : g(G1) → h(G2)が存在するとき g(G1)

が h(G2)を空間 n重被覆するという.また,このときの f を空間被覆 写像とよぶ.

(1) f は g(G1)の i-胞体を h(G2)の i-胞体 lへ写す.

(2) r : N(h(G2)) × [0, 1] → N(h(G2)) を N(h(G2)) の h(G2) への変異レトラクションとすると, 任意の
g(G1)の辺 e1 に対して f |e1 = r(e1, 1)が成立する.

(3) 任意の h(G2)の辺 e′ の任意の点 xに対して |f−1(x)| = n

定義 4.2. g(G1)は h(G2)を空間 n重被覆していて, f : g(G1) → g(G2)をその空間被覆写像とする. f が以
下の条件を満たすとき g(G1)が g(G2)を空間 (n,m)-被覆するという.

(4)h(G2)の任意の頂点 v に対してある自然数mが存在して |f−1(x)| = m

図 9は六面体が四面体を空間 (2, 2)-被覆する例である.

定義 4.3. [1] 平面的グラフ Gの空間埋め込み g が Gの S2 への埋め込み hとアンビエント・アイソトピック
であるとき g は自明であるという.

定義 4.4. 空間グラフ G1 が空間グラフ G2 を空間被覆するとする. このときの G1 のうち S2 に埋め込めるよ
うなものが存在するとき G1 は G2 を自明な空間被覆をするという.
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図 9 空間 (2, 2)-被覆の例

命題 4.5. 正多面体同士の空間 (n,m)-被覆する組み合わせは以下のみである.

(1) 六面体が四面体を (2, 2)-被覆する
(2) 十二面体が四面体を (5, 5)-被覆する
(3) 二十面体が四面体を (5, 3)-被覆する

定理 4.6. 正多面体同士の空間被覆は全て自明な空間被覆である.

具体的に構成することによって, 証明が得られる.

参考文献
[1] 新國亮 (2022), 「空間グラフのトポロジー Conway-Gordonの定理をめぐって」, サイエンス社

6

研究集会「結び目の数理VI」報告集 15


