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概 要

交点数が 3以下の long virtual knotを完全に分類した. 本研究では, virtutal knotに対する宮澤多項

式の定義を参考にして, long virtual knotに対しても宮澤多項式を定義した. そして 3交点以下の diagram

を構成し, long virtual knot に対する宮澤多項式や writhe 多項式などの不変量を用いることで, 分類を

行った.

1 Definition

1.1 long virtual knot

long virtual knotは long virtual knot diagramから定義される.

Definition 1.1. はめこみ α : R → R2 が,

(i) x0 > 0が存在して | x |> x0 を満たす任意の xについて α(x) = (x, 0)である

(ii) 任意の交点には, 図 1のどちらかの情報がついている

を満たすとき D = α(R)を long virtual knot diagramという.

図 1: real crossing(左)と virtual crossing(右)

long virtual knot diagramは virtual knot diagramの一部を切り開いたような形である.

図 2 の I, . . . ,VII の変形を(generalized) Reidemeister movesという. I, II, III は通常の knot theory

において定義されるものと同じで, virtual knot theoryにおいては classical Reidemeister moves と呼ば

れる. IV, . . . ,VIIは virtual crossingを含む変形で, virtual Reidemeister movesと呼ばれる.

図 2: Reidemeister move
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Definition 1.2. D, D′を long virtual knot diagramとする. Dに有限回のReidemeister movesとR2上

の ambient isotopy(左右の十分先は動かさない)を施してD′が得られるとき, DとD′は同値 (equivalent)

であるといい, D ∼ D′ とかく. これは同値関係となる.

Definition 1.3. long virtual knot diagram全体の集合を同値関係∼で割ったときの同値類を long virtual knot

という.

Definition 1.4. long virtual knot diagaram D に対して端点をつなぐ操作を施して得られた diagram

を D の closureといい D̂ とかく.

定義から long virtual knot diagram の closureは virtual knot diagaramであることが分かる. よっ

て次の命題が成り立つ.

Proposition 1.5. f : {long virtual knot diagram} closure−→ {virtual knot diagram}
とすると, f は f ′ : {long virtual knot} −→ {virtual knot}を誘導する. □

上の Propositionから次が定義できる.

Definition 1.6. D を long virtual knot diagramとする. K = [D]に対して [f(D)]を K の closureと

いい K̂ とかく.

1.2 宮澤多項式

ここでは分類に用いた不変量のひとつである宮澤多項式を紹介する. K を long virtual knot, D を K

の diagramとする. D のすべての real crossingで平滑化 (図 3)をすることで得られる図式を D の state

という. Dの real crossingが n個あるときDは 2n 個の stateをもつ. Dの持つすべての stateの集合を

S(D)とかく. state S ∈ S(D)は, virtual crossingのみを持つ 1本の string σ と, いくつかの loop λk か

らなる. S の loopの集合を C(S)とかく.

図 3: A平滑化 (左)と B平滑化 (右)

また D に向きがついている場合, 向きの合う平滑化と向きの合わない平滑化 (図 4)が考えられる. 向

きの合わない平滑化を行う場合, ポールを立てて, ポールの前後で向きが逆転するようにして stateを構成

する.

図 4: 向きの合う平滑化 (左)と向きの合わない平滑化 (右)

また, 各 loop λk ∈ C(S)に対して, ポールの移動と消去を行うことで 2i本 (i ≥ 0)のポールが loopに

沿って交互に立つ形になる. このとき, iを λk の indexといい, ind(λk)とかく. さらに state S ∈ S(D)

に対して, ind(λk) = iとなる loop λk ∈ C(S)の個数を ci(S)とかく. また string σ に対しても, ポール
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の移動と消去を行うことで, 2i本 (i ≥ 0)のポールが σ に沿って交互に立つ形になる. σ に沿って右から

ポールが立ち始めているとき ind(σ) = i, 左から立ち始めているとき ind(σ) = −iとする.

Definition 1.7. K を long virtual knot, D を K の diagramとする. a(S), b(S)を S の A 平滑化, B

平滑化の回数とすると, S ∈ S(D)に対して, ⟨D | S⟩ ∈ Z[A±1,x, y]を次で定義する.

⟨D | S⟩ = Aa(S)−b(S)(−A2 −A−2)c0(S)

∏
i≥1

x
ci(S)
i

yind(σ).

また, 宮澤多項式のブラケット多項式 ⟨D⟩と宮澤多項式 R(D)を次で定義する.

⟨D⟩ =
∑

S∈S(D)

⟨D | S⟩.

R(D) = (−A3)−ω(D)⟨D⟩.

そして, R(D)は K の不変量であるため, R(D)を R(K)とかき, K の宮澤多項式という.

long virtual knot K の diagram Dに対して, すべての real crossingの上下を入れ替えたものを D#,

鏡に映したものを D∗, 向きを逆にしたものを −D とする (図 5). また, それぞれの diagramがあらわす

long virtual knotを K#,K∗,−K とする.

図 5: DとD#,D∗,−Dの例

Proposition 1.8. long virtual knot K に対して, 次が成り立つ.

(i) R(K#)(A,x, y) = R(K)(A−1,x, y).

(ii) R(K∗)(A,x, y) = R(K)(A−1,x, y−1).

(iii) R(−K)(A,x, y) = R(K)(A,x, y). □

Proposition 1.8から次 corollaryが得られる.

Corollary 1.9. long virtual knot K に対して, 次が成り立つ.

(i) R(K)(A,x, y) ̸= R(K)(A−1,x, y)ならば, K ̸= K#,−K# である.

(ii) R(K)(A,x, y) ̸= R(K)(A−1,x, y−1)ならば, K ̸= K∗,−K∗ である.

(iii) R(K)(A,x, y) ̸= R(K)(A,x, y−1)ならば, K ̸= K#∗,−K#∗ である. □

2 対称性を考慮しない分類

本章では対称性を考慮しない分類を行う.

2.1 Kの定義

本章では long virtual knotの分類を考える上で, #, ∗, −で移り合うものは同じ knotとして扱うもの

とする. そこで次の記号を定義する. long virtual knot K に対して K をそれぞれ次で定める.

K =
{
K,K#,K∗,K#∗,−K,−K#,−K∗,−K#∗

}
.
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一般に f(A,x, y) ∈ Z[A±1,x, y]に対し,

[f(A,x, y)] =
{
f(A,x, y), f(A−1,x, y), f(A,x, y−1), f(A−1,x, y−1)

}
と定める. また, K の宮澤多項式を,

R
(
K
)
= [R(K)]

と定義すると, R
(
K
)
は K の不変量である.

次に, g(t), h(t) ∈ Z[t±1]に対し,

Jg(t), h(t)K = {
±g(t),±g(t−1),±h(t),±h(t−1)

}
と定める. ただし, h(t) = ±g(t),±g(t−1)のとき, Jg(t)Kとかく. W 0

K(t),W 1
K(t)をK の writhe多項式と

し, K の writhe多項式を,

W
(
K
)
= JW 0

K(t),W 1
K(t)K

と定義すると, W
(
K
)
は K の不変量である.

また, colp(K)を K の p彩色数とし, K の p彩色数を,

colp
(
K
)
= {colp(K), colp(K

#)}

と定義する. colp
(
K
)
は K の不変量である.

2.2 交点数が 3以下の long virtual knotの分類

まず Gauss diagramを用いて 3交点以下の diagramをリストアップした. その際, #, ∗,−で同じに
なる diagramや, Reidemeister moveで移り合う diagramは除いた. 構成した diagramに対して, writhe

多項式, 3彩色数, closure, 宮澤多項式, intersection polynomialを用いて分類を行った.

Theorem 2.1. 交点数が 3以下の long virtual knotは

K0(1),K2(1),K2(2),K2(3),K3(1), . . . ,K3(33)

のいずれかひとつだけと等しい. ただし, K0(1),K2(1),K2(2),K2(3),K3(1), . . . ,K3(33)は図 6のdiagram

で表される long virtual knotとする. □

Remark 2.2. 対称性を考慮しない場合, 交点数が 3以下の long virtual knotは 37個存在することがわ

かった.

Example 2.3. ここでは closureと宮澤多項式を用いた分類結果を紹介する. 表 1が, 交点数が 3以下の

long virtual knotの closureと宮澤多項式である. K̂ の番号は [2]に従う. ただし対称性は考慮していない.
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図 6: 交点数が 3以下の long virtual knot
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K̂ K R
(
K
)

0.1

K0(1) [ 1 ]

K2(3) [1 + x1 +A2y +A−2y−1]

K3(5),K3(7),K3(30) [1−A4x1 −A6 −A2y−1]

K3(14) [1−A4x2
1 −A6x1y −A2x1y

−1]

2.1

K2(1) [A4 +A8x1 +A6y +A6y−1]

K2(2),K3(18) [A4 ++(A6 +A10)y]

K3(1),K3(3),K3(29) [A4 −A8x1 −A10y −A10y−1]

K3(28) [A4 + (−A8 +A12)x1 + (−A10 +A14)y]

K3(31),K3(33) [A4 + (−2A4 +A8)x1 −A2y −A2y−1]

K3(32) [A4 + (−A4 +A8)x1 + (−A2 +A6)y]

3.1

K3(4) [−A4x1 + (−A2 −A2x1)y −A6y−1 −A4y2]

K3(6) [1−A4x1 + (−A6 −A2x1)y + (−1−A2)y−1 −A4y2]

K3(20),K3(21),K3(22),K3(23) [−A2x1y −A4y2]

3.2
K3(8),K3(10) [1−A4 +A8 − x1 −A2y −A2y−1]

K3(25),K3(26) [1−A4 +A8 + (A−2 −A2)y]

3.3

K3(2) [−A8 +A14 −A8x1 + (−A10 −A10x1)y −A10y−1 −A12y2]

K3(17) [A4 −A8 −A10x1y + (A6 −A10)y−1 −A12y2]

K3(19) [A4 −A8 + (A6 −A10 −A10x1)y −A12y2]

3.4

K3(9) [1−A4 − x1 + (−A2 −A6x1)y −A4y2 −A2y−2]

K3(24) [1−A4 + (A−2 −A2 −A6x1)y −A4y2]

K3(27) [1−A4 −A6x1y + (A−2 −A2)y−1 −A4y2]

3.5
K3(11) [A4 −A8 +A12 −A12x2

1 −A10x1y −A10x1y
−1]

K3(12) [A4 −A8 +A12 + (−A10 +A14)x1y]

3.6 K3(13) [A4 +A12 −A16]

3.7
K3(15) [A4 + (−A2 +A6)x1 + (−A4 +A8)y]

K3(16) [A8 −A4x2
1 −A2x1y −A2x1y

−1]

表 1: 交点数が 3以下の long virtual knotの宮澤多項式
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3 対称性を考慮した分類

本章では対称性を考慮した分類を行う. 実際には, 前章の対称性を考慮しない分類における各 K に属

する 8つの long virtual knotの分類を行った.

不変量として, 宮澤多項式, writhe多項式, intersection polynomialを用いて分類を行った. その結果,

交点数が 3以下の long virtual knotは次の 5つのタイプのいずれかであることが分かった.

タイプ A: K, K#, K∗, K#∗, −K, −K#, −K∗, −K#∗ が異なる.

タイプ B: K = −K, K# = −K#, K∗ = −K∗, K#∗ = −K#∗ が異なる.

タイプ C: K = −K∗, K# = −K#∗, K∗ = −K, K#∗ = −K# が異なる.

タイプ D: K = −K#∗, K# = −K∗, K∗ = −K#, −K = K#∗ が異なる.

タイプ E: K = −K = K#∗ = −K#∗, K# = −K# = K∗ = −K∗ が異なる.

次の Theoremが成り立つ.

Theorem 3.1. K2(1),K2(2),K2(3),K3(1), . . . ,K3(33)は, それぞれ表 2のタイプに分類される. □

K2(k) 1 2 3

タイプ D B C

K3(k) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

タイプ D A D A A A A D A D D A E A A D

17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33

A A A A A A A A A B A A D A D A D

表 2: 対称性を考慮した分類

Remark 3.2. 対称性を考慮する場合, 交点数が 3以下の long virtual knotは 231個存在することがわ

かった.
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