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1 予備知識
本稿では，４次元多様体は全て滑らか，コンパクト，連結かつ向き付けられているとす

る．また，滑らかな多様体 X と Y が微分同相であることを X ∼= Y で表し，向きづけら
れた多様体 Z に対し，その逆の向きが与えられた多様体を Z で表す．

1.1 trisections of 4-manifolds

本節では，Gay-Kirby[GK16]により導入された４次元多様体の trisectionに関する基
本事項を紹介する．

定義 1.1.1. ４次元閉多様体 X に対し，３つ組 (X1, X2, X3)は以下を満たすとき，X の
(g; k1, k2, k3)-trisectionと呼ばれる．ここで g, ki (i = 1, 2, 3)は 0 ≤ ki ≤ gを満たす整
数である．

• X = X1 ∪X2 ∪X3

• i = 1, 2, 3に対し，Xi
∼= ♮kiS

1 ×D3．
• i = 1, 2, 3に対し，Xi ∩Xi+1 = ∂Xi ∩ ∂Xi+1

∼= ♮gS
1 ×D2 (X4 = X1)．

• X1 ∩X2 ∩X3
∼= Σg．ここで，Σg は種数 g の向きづけ可能な閉曲面を表す．

３つ組 (X1, X2, X3) を trisection と呼ぶ代わりに，X = X1 ∪ X2 ∪ X3 を trisection

と呼ぶこともある．k1 = k2 = k3 = k のときは balanced trisection と呼ばれ，(g, k)-

trisection と表される．それ以外の場合は unbalanced trisection と呼ばれる．g を
trisection の種数という．Hα = X3 ∩ X1, Hβ = X1 ∩ X2, Hγ = X2 ∩ X3 に対し，
Hα ∪Hβ ∪Hγ を trisectionの spineという．trisectionは spineにより一意的に定まる
[LP72]．

例 1.1.2.

• 4-ball３つによる S4 の自然な３分割は種数 0，つまり (0, 0)-trisectionである．
• Bi,j,k : = {[z0 : z1 : z2] ∈ CP 2 | ∥zi∥, ∥zj∥ ≤ ∥zk∥} とする．このとき，CP 2 =
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B0,1,2 ∪ B2,0,1 ∪ B1,2,0 は (1, 0)-trisectionである．

３次元多様体を図示する Heegaard図式と同様に，trisection diagramと呼ばれる，４
次元多様体を表す図式を定義することが出来る．

定義 1.1.3. T = (X1, X2, X3)を (g; k1, k2, k3)-trisectionとし，Σ = X1 ∩X2 ∩X3 とす
る．４つ組 (Σ, α, β, γ)は以下を満たすとき，(g; k1, k2, k3)-trisection diagramと呼ば
れる．

• (Σ, α, β)は #k1S
1 × S2 の Heegaard図式である．

• (Σ, β, γ)は #k2S
1 × S2 の Heegaard図式である．

• (Σ, γ, α)は #k3S
1 × S2 の Heegaard図式である．

図 1は #kiS
1 × S2 の標準的な種数 g の Heegaard図式を表す．α, β, γ は全て g 本の

Σ上の単純閉曲線の組であり，図 2，3のようにそれぞれ赤，青，緑で表される．
spineがHα∪Hβ∪Hγ である trisectionに対し，α, β, γをそれぞれHα, Hβ, Hγ のメリデ

ィアン円板系とすると，(Σ, α, β, γ)はこの trisectionに関する trisection diagramである．
逆に，trisection diagram (Σ, α, β, γ)に対し，Σ×D2に，α×{e 2πi

3 }, β×{e 4πi
3 }, γ×{e2πi}

に沿って２ハンドルを接着し，３，４ハンドルを接着することで，この trisection diagram

に対応する trisectedな４次元閉多様体を構成することができる．ただし，２ハンドルの
framingは surface framingとする．

図 1: #ki
S1 × S2 の標準的な種数 g の Heegaard図式.

例 1.1.4. 図 2は例 1.1.2の trisectionに関する CP 2の (1, 0)-trisection diagramを表す．

定義 1.1.5. X を４次元閉多様体とし，T = (X1, X2, X3), T
′ = (X1

′
, X2

′
, X3

′
)を X の

trisectionとする．X の isotopy {ht}t∈[0,1] で，h0 = id, h1(Xi) = Xi
′ を満たすものが存

在するとき，T と T
′ は isotopicであるという．

Heegaard分解における stabilizationと同様に，trisectionに対して stabilizationを定
めることが出来る．
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図 2: CP 2 の (1, 0)-trisection diagram.

定義 1.1.6. X = (X1, X2, X3)を trisectionとする．また，C を，Xi ∩Xj にプロパーに
埋め込まれた boundary parallelな arcであるとする．このとき，X

′
i , X

′
j, X

′

k ({i, j, k} =

{1, 2, 3})を次のように定める．

• X
′
i = Xi − ν(C)

• X
′
j = Xj − ν(C)

• X
′

k = Xk ∪ ν(C)

このとき，trisection (X1, X2, X3)を (X
′
1, X

′
2, X

′
3)に置き換える操作を k-stabilization

という．ここで，(X
′
1, X

′
2, X

′
3) も X の trisection になることに注意する．また，stabi-

lizationの反対の操作を destabilizationという．

trisection diagramに対する stabilizationは以下のように定められる．

定義 1.1.7. trisection diagram D に対し，D と図 3のいずれかとの連結和をとる操作，
もしくはこの操作により得られる trisection diagram のことを，D の stabilization と
いう．左から順に，1, 2, 3-stabilizationに対応している．

図 3は左から順に S4 の (1; 1, 0, 0), (1; 0, 1, 0), (1; 0, 0, 1)-trisection diagram を表して
いる．

図 3: S4 の unbalancedな種数 1の trisection diagram

定理 1.1.8. [GK16] 任意の４次元閉多様体は trisection を許容する．同じ４次元閉多様
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体に対する任意の２つの trisectionは stably isotopicである．

すなわち，trisectionは stabilizationの差を除いて一意的である．また，定理 1.1.8の
系として次が知られている．

系 1.1.9. [GK16] ２つの４次元閉多様体 X1, X2 が微分同相であるための必要十分条件
は，それらに対応する trisection diagramが (balanced) (de)stabilization，曲面の微分同
相，同族曲線間のハンドルスライドで移りあうことである．

Waldhausen により，S3 の各種数における Heegaard 分解は一意的であることが示さ
れている．次の予想は，この定理の４次元的アナロジーであり，４次元のWaldhausen

予想と呼ばれている．本稿では，この予想の特別な場合に該当する問題を考える (問題
2.0.2)．

予想 1.1.10 ([MSZ16]). S4の任意の trisectionは種数 0の trisectionかその stabilization

に isotopicである．

1.2 relative trisections of 4-manifolds with boundary

上記は４次元閉多様体，つまり境界がない場合に対する trisection を考えていた
が，境界付き４次元多様体に対しても trisection は導入されている．それは relative

trisection と呼ばれているが，本稿では relative trisection の定義は省略する．詳しく
は [Cas16, CGPC18, CO19]等を参照されたい．trisectionと同様に，relative trisection

に対して relative trisection diagram を考えることができる．定義は以下の通りで
ある．

定義 1.2.1. ４つ組 (Σ, α, β, γ)は次を満たすとき，(g, k; p, b)-relative trisection dia-

gramと呼ばれる：(Σ, α, β)，(Σ, β, γ)，(Σ, γ, α)はそれぞれ曲面の微分同相とハンドル
スライドにより図 4と移り合う．

図 4: l = 2p+ b− 1
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relative trisection diagramには arcを描くことができ，arcが描かれた relative trisec-

tion diagramは arced relative trisection diagramと呼ばれる．[CGPC18, Theorem

5]により，arcを描くためのアルゴリズムが開発されている．

定理 1.2.2 ([CGPC18]). (Σ, α, β, γ)をX の relative trisection diagramとし，Σαを，α
に沿って Σを手術して得られる曲面とする．

1. Σα を disk D2 に切り開く arcを Σに描き，これを aと呼ぶ．
2. aと β の交わりがなくなるように aのコピーを α上でハンドルスライドする．こ
のとき，必要であれば β 間のハンドルスライドは行っても良い．こうして得られ
る arcと β をそれぞれ b，β

′ と呼ぶ．
3. bと γ の交わりがなくなるように bのコピーを β

′ 上でハンドルスライドする．こ
のとき，必要であれば γ 間のハンドルスライドは行っても良い．こうして得られ
る arcと γ をそれぞれ c，γ

′ と呼ぶ．

このとき，(Σ, α, β
′
, γ

′
, a, b, c)は X の arced relative trisection diagramである．

1.3 ダブルの trisection diagram

境界付き４次元多様体 X に対し，X の二つのコピーの境界 ∂X 同士を恒等写像 id∂X

で貼り合わせて得られる４次元閉多様体を X のダブルという．Castro-Ozbagci [CO19,

Corollary 2.13] により，X の relative trisection diagram から X のダブルの trisection

diagramを構成する方法が得られている．

系 1.3.1 ([CO19]). X を境界付き４次元多様体とし，(Σ, α, β, γ, a, b, c) を X の arced

relative trisection diagramとする．さらに，(Σ, α, β, γ, a, b, c)を (Σ, α, β, γ, a, b, c)の鏡
像をとって得られる arced relative trisection diagramとする．このとき，(Σ∗, α∗, β∗, γ∗)

はXのダブルの trisection diagramである．ここで，Σ∗ = Σ∪idΣ，α∗ = α∪α∪(a∪∂Σa)，
β∗ = β ∪ β ∪ (b ∪∂Σ b)，γ∗ = γ ∪ γ ∪ (c ∪∂Σ c)である．

1.4 Mazur type 4-manifolds

本節では，Mazur typeと呼ばれる４次元多様体に関する基本事項を紹介する．可縮な
境界付き４次元多様体 X が一つの０,１,２ハンドルからなるハンドル分解を持つとき，
X はMazur type であると言われる．Mazur type の初めての例は Mazur [Maz61] に
よって考えられた．[Maz61]にある observationにより次のことが示される．

命題 1.4.1 ([Maz61]). 任意のMazur typeのダブルは S4 に微分同相である．

この命題は，2章で用いられる重要な事実である．
Akbulut-Kirby [AK79]は，Mazurが考えたMazur typeとは異なるMazur typeを導

入している．これは，図 5の Kirby diagramで表される４次元多様体である．本稿では
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この４次元多様体をW±(ℓ, k)で表す．ここで，ℓ, k は任意の整数である．W±(ℓ, k)は次
の性質をもつ．

(a) W−(ℓ, k) (b) W+(ℓ, k)

図 5: W±(ℓ, k)の Kirby diagram.

命題 1.4.2 ([AK79]).

• W±(ℓ, k) ∼= W±(ℓ+ 1, k − 1)

• W−(ℓ, k) ∼= W+(−ℓ,−k + 3)

2 主結果
まず，系 1.1.9を受けて，次を定義する．

定義 2.0.1. X を S4に微分同相な４次元閉多様体とし，DをX の trisection diagramと
する．D は次を満たすとき standardであると言われる：D は，曲面の微分同相，ハン
ドルスライド，destabilizationを有限回行うことで種数０の trisection diagramに移る．

本章では，次の問題を考える．

問題 2.0.2. X を S4 に微分同相な４次元閉多様体とする．このとき，X の任意の
trisection diagramは standardか？

この問題は４次元の Waldhausen 予想の特別な場合に該当する問題である．筆者は
今までに X が次の場合にこの問題を肯定的に解決してきた：樹下型の P 2-knot に沿っ
た自明な Price twist により得られる S4 [Iso22]，ある spun torus knot に沿った非自
明な Gluck twist により得られる４次元多様体 [IO23, Iso23]．本稿では，X として，
Akbulut-Kirbyにより導入されたMazur type W−(0, n + 2) (nは任意の整数)のダブル
を考える．
高橋夏野氏 [Tak23]はW−(0, n+2)の (3, 3; 0, 4)-relative trisection diagramを図 6の

ように構成した．図 7はこの diagramに，[CGPC18]のアルゴリズムを用いて arcを描
くことで得られる arced relative trisection diagram である．この図に対し，[CO19] の
方法を用いることで，図 8 を得る．これは，W−(0, n + 2) のダブルの (9, 3)-trisection

研究集会「結び目の数理VI」報告集 137



diagramである．主結果は以下の通りである．

定理 2.0.3. 任意の整数 n に対し，図 8 で表される trisection diagram は standard で
ある．

証明 曲面の微分同相とハンドルスライドを多数回行い，destabilizable partを九つ見つ
ける．

1 1

2 2

3 3

図 6: W−(0, n+ 2)の (3, 3; 0, 4)-relative trisection diagram．tn の矢印は，黒い曲線と交わる γ

曲線を黒い曲線に沿って n回 Dehn twistすることを意味している．
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図 8: W−(0, n+ 2)のダブルの (9, 3)-trisection diagram．
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