
有限群由来の generalized Alexander quandleに
ついて
小坂　迅

概要
群とその自己同型写像の組に対して generalized Alexander quandleを構成

することができる. 近年に Higashitani氏と Kurihara氏による有限 generalized
Alexander quandleの同型類の分類に関する研究がある. 彼らの定理を用いて
多くの generalized Alexander quandle を分類できるが, 位数 16 以上の群由来
で彼らの定理の仮定を満たさず同型を判定できない quandleが存在する. 本研
究では彼らの同型判定定理について,仮定を除いた形のものを導いた. さらに,
この定理を用いてより大きい位数の generalized Alexander quandle について,
その同型類を調べた結果について紹介する.

1 Quandleと generalized Alexander quandle

本節では, quandleと generalized Alexander quandleの定義およびその性質など
についてまとめる.

1.1 Quandleの定義
定義 1.1 ([5, 6]) 空でない集合 Q 上の二項演算 ∗ が次の 3 条件を満たすとき組
(Q, ∗)を quandleと呼ぶ.

1. 任意の x ∈ Qに対して x ∗ x = xが成立.

2. 任意の x ∈ Qに対して S x : Q 3 y 7→ y ∗ x ∈ Qで定まる写像は全単射である.

3. 任意の x, y, z ∈ Qに対して (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)が成立.

公理 2の S x を xにおける point symmetry写像と呼ぶ.
(Q, ∗) を quandle としたとき, 任意の x, y ∈ Q と任意の整数 n に対して S n

x(y) を
y ∗n xと表す. ここで, S 0

x = idQ とする.

1.2 等質 quandleと generalized Alexander quandle

Gを群とし, ψをその自己同型写像とする. さらにGの部分群 Hであって, ψに
より任意の元が固定されるような部分群を取る. このとき,左剰余集合G/H上の演
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算 ∗を xH ∗ yH = y ψ(y−1x)Hで定めると (G/H, ∗)は quandleになる. この quandle
を与える三つ組 (G,H, ψ)を quandle tripletと呼び,この構成で得られる quandleを
Q(G,H, ψ)と表す.

Quandle Qが等質 quandleであるとは Qの自己同型群 Aut(Q) (2.3節参照)が
Qに推移的に作用することをいう. [5,第 7章]によると次の集合の間には一対一
対応が存在する. ここで �は quandleの同型を表す.

{ Q | Qは等質 quandle }/ � 1 : 1←→ { Q(G,H, ψ) | (G,H, ψ)は quandle triplet }/ �
H として自明部分群を取ったものは, いつでも quandle triplet を構成する. こ

の Q(G, ψ) = Q(G, 1, ψ)が本稿の主な対象である. 次で定義を与える.

定義 1.2 Gを群, ψ ∈ Aut(G)をその自己同型写像とする. このときG上の二項演算
∗を x ∗ y = y ψ(y−1x)で定めると Q(G, ψ) = (G, ∗)は quandleになる. この quandle
を generalized Alexander quandleと呼ぶ.

上の定義で, Gが可換群の場合を Alexander quandleと呼ぶ. Generalized Alexander
quandleはこれを一般化したものである.

1.3 Quandleと群に関する用語と記法
続いて,本稿で使用する用語について説明する. 以後 quandleについて,二項演

算を明確にするときには (Q, ∗)と表し,そうでない場合は単に Qと表す.
(Q, ∗), (Q′, ∗′)を quandleとする. このとき,写像 f : Q → Q′ が quandle準同

型写像であるとは,任意の x, y ∈ Qに対して, f (x ∗ y) = f (x) ∗′ f (y)が成り立つこ
とをいう. さらに, quandle準同型写像 f が全単射であるとき, f を quandle同型写
像と呼ぶ. Qと Q′ の間に quandle同型写像が存在するとき, Qと Q′ は同型であ
るといい, Q � Q′ と表す. 以下に quandleに関する用語をまとめる. ([1]を参照).

· Qの quandle自己同型写像全体がなす群を, Qの自己同型群と呼び Aut(Q)
と表す. 任意の x ∈ Qに対して point symmetry写像 S xはAut(Q)の元である.

· Q の point symmetry 写像全体 { S x | x ∈ Q } により生成される Aut(Q) の
部分群 Inn(Q) を Q の 内部自己同型群と呼ぶ. 詳らかに書くと Inn(Q) =
{ S ±1

xn
◦ S ±1

xn−1
◦ · · · ◦ S ±1

x1
| n ∈ N, x1, x2, . . . , xn ∈ Q }であり, Qが有限の場合

には Inn(Q) = { idQ, S xn ◦ S xn−1 ◦ · · · ◦ S x1 | n ∈ N, x1, x2, . . . , xn ∈ Q }である.

· Inn(Q)の Qへの自然な作用による x ∈ Qの軌道を xの連結成分と呼び, Px

と表す. Px = { ( (. . . (x∗±1 x1) . . . )∗±1 xn−1)∗±1 xn | n ∈ N, x1, , x2, . . . , xn ∈ Q }
であり, Q が有限の場合には Px = { x, ( (. . . (x ∗ x1) . . . ) ∗ xn−1) ∗ xn | n ∈
N, x1, , x2, . . . , xn ∈ Q }である.

以下に群に関する用語をまとめる.

· Gの自己同型群を Aut(G)と表す. quandleの自己同型群と同じ表記であるこ
とに注意する.

2

研究集会「結び目の数理VI」報告集 107



· g ∈ Gの位数を ord(g)と表す.

· Fix(ψ,G) = { g ∈ G | ψ(g) = g }を ψ ∈ Aut(G)によるGの固定部分群とする

· 2つの群 N, Hと群準同型 σ : H → Aut(N), h 7→ σh に対して, (外部)半直積
と呼ばれる群 N⋊σHが定まる. これは,集合としてはデカルト積 N×Hであり,
演算は (n1, h1), (n2, h2) ∈ N×Hに対して, (n1, h1)·(n2, h2) = (n1σh1 (n2), h1h2)
で定義される.

2 Generalized Alexander quandleに関する先行研究
本節では generalized Alexander quandleに関する先行研究について述べる. 証

明の詳細については [3]を参照していただきたい.

Generalized Alexander quandle Q = Q(G, ψ)に対して, P = P(Q)を,単位元 e ∈ G
の連結成分とする. すなわち P = Pe = { ( (. . . (e ∗±1 x1) . . . ) ∗±1 xn−1) ∗±1 xn | n ∈
N, x1, , x2, . . . , xn ∈ Q }である. Pについて次が成り立つ.

命題 2.1 ( [3, Proposition 3.2] )

(i) Pは Q(G, ψ)の subquandleである.

(ii) ψの Pへの制限 ψ|P は subquandle Pの quandle自己同型写像である.

e = e ψ(e−1e) = e ∗ e ∈ Pと命題 2.1 (i)より, subquandle Pにおける単位元 e ∈ G
の連結成分 P2 = { ( (. . . (e ∗±1 x1) . . . ) ∗±1 xn−1) ∗±1 xn | n ∈ N, x1, , x2, . . . , xn ∈ P }
を考えることができる. Pと P2 について次が成り立つ.

命題 2.2 ( [3, Proposition 3.3] )

(i) Pは Gの正規部分群である.

(ii) P2 は Pの正規部分群である.

次の定理 2.3は, 定理 2.7 ([3, Theorem 1.4])の証明に用いられる. また, 次章の主
定理 3.1の証明でもこの定理を使用する.

定理 2.3 ( [3, Theorem 3.10] )
G, G′ を有限群, ψ ∈ Aut(G), ψ′ ∈ Aut(G′)をその自己同型写像とし,
Q = Q(G, ψ), Q′ = Q(G′, ψ′), P = P(Q), P′ = P(Q′)とおく.
Q � Q′ を仮定し, f : Q → Q′ を quandle同型写像で f (e) = e′ をみたすものとす
る. このとき以下が成り立つ :

(i) f ◦ ψ = ψ′ ◦ f .

(ii) f |P : P→ P′ は群同型写像.
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(iii) f |P : Q(P, ψ|P)→ Q(P′, ψ′|P′ ) は quandle同型写像.

(iv) f (xP) = f (x)P′

この定理で仮定した f に関する条件 f (e) = e′ は次の命題により保証される.

命題 2.4
Q = Q(G, ψ), Q′ = Q(G′, ψ′)を generalized Alexander quandleとし, Q � Q′ を仮定
する. このとき, f (e) = e′ を満たす quandle同型写像 f : Q → Q′ を取ることがで
きる.

証明
任意の a ∈ G′ に対して La : G′ → G′, x 7→ axで定まる写像は quandle自己同型写
像である. なぜならば, La の全単射性は明らかであり,任意の x, y ∈ G′ に対して,
La(x ∗ y) = ay ψ′(y−1x) = ay ψ′((ay)−1ax) = La(x) ∗ La(y)が成り立つからである. こ
のことから, quandle同型写像 f : Q→ Q′ を,合成 L f (e)−1 ◦ f に取り換えることで,
条件を満たす quandle同型写像を得ることができる. □

次の命題 2.5, 命題 2.6 は generalized Alexander quandle の同型類を分類する上で
有用である.

命題 2.5 ( [4, Proposition 3.5] )
ψ, ψ′ ∈ Aut(G) とし, Q = Q(G, ψ), Q′ = Q(G, ψ′) とする. このとき, ψ と ψ′ が

Aut(G)において共役であるならば, Q � Q′ が成り立つ.

この命題により generalized Alexander quandleの同型類を考える際には, Aut(G)の
共役の違いは除いてよいことが分かる.

命題 2.6 (c.f. [4, Theorem 4.5] )
ψ ∈ Aut(G), ψ′ ∈ Aut(G′) とし, Q = Q(G, ψ), Q′ = Q(G′, ψ′) とする. このとき,

Q � Q′ であるならば,以下が成り立つ.

· ord(ψ) = ord(ψ′)

· |Fix(ψ,G)| = |Fix(ψ′,G′)|

· Inn(Q) � Inn(Q′)

[4, Theorem 4.5]では G = G′ の場合を考えているが, G , G′ の場合にも同様の議
論で命題 2.6が証明される.
この節の最後に, 先行研究における主定理である, 有限 generalized Alexander

quandleに関する同型判定の定理を紹介する. この定理では, generalized Alexander
quandleに次の条件 (P1), (P2)の両方を課している.

(P1) P2 は Gの正規部分群である.

(P2) P2 = { S p(e) | p ∈ P }が成り立つ.
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これらの条件は独立であり, generalized Alexander quandle の不変量である [3,
Proposition 3.16]. また,これらの条件を満たさない例については [3, Remark 3.15]
で紹介されている. 本稿でも第 4章でその例について触れる.

定理 2.7 ( [3, Theorem 1.4] )
G, G′ を有限群, ψ ∈ Aut(G), ψ′ ∈ Aut(G′)をその自己同型写像とし,
Q = Q(G, ψ), Q′ = Q(G′, ψ′), P = P(Q), P′ = P(Q′)とおく.
Q , Q′ は条件 (P1) , (P2) を満たすと仮定する. このとき,次の (1)と (2)は同値
である.

(1) Q � Q′

(2) 以下の条件を満たす :

(i) |G| = |G′|.

(ii) |Fix(ψ,G)| = |Fix(ψ′,G′)|.

(iii) ある群同型写像 h : P→ P′ が存在して,次の (A)と (B)を満たす.

(A) h ◦ ψ|P = ψ′|P′ ◦ h.

(B) 任意の a ∈ G に対して,ある a′ ∈ G′ が存在し, h(e ∗ a) = e′ ∗ a′ を
満たす.

定理 2.7と命題 2.6の不変量などを用いることで,位数15以下の generalized Alexan-
der quandleに関して,その同型類のリストを得ることができる. ここで,位数 nの
generalized Alexander quandleの同型類の集合を次で定める.

QGAQ(n) = { Q(G, ψ) | Gは位数 nの群, ψ ∈ Aut(G) }/ �

定理 2.8 ( [3, Theorem 1.8] )
15以下の自然数 nに対して, |QGAQ(n)|の表は次で与えられる.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
|QGAQ(n)| 1 1 2 3 4 3 6 9 11 5 10 11 12 7 8

表 1. List of |QGAQ(n)|

位数 16以降では,条件 (P1)または (P2)を満たさず,定理 2.7により同型を判別で
きない組が存在する. 次章で述べる主結果ではそれらの組の同型を判別すること
が可能である. 詳しくは第 4章で述べる.

3 主結果
本節では主結果である generalized Alexander quandleに関する同型判定の定理

3.1 について述べる. この定理は, 定理 3.7 ([3, Theorem 1.4]) で課していた条件
(P1), (P2)を取り除いたものになっている. 証明は [3, Theorem 1.4]の議論に基づ
いている.
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定理 3.1 (主定理 )
G, G′ を有限群, ψ ∈ Aut(G), ψ′ ∈ Aut(G′)をその自己同型写像とし,
Q = Q(G, ψ), Q′ = Q(G′, ψ′), P = P(Q), P′ = P(Q′)とおく.
このとき,次の (1)と (2)は同値である.

(1) Q � Q′

(2) ある群同型写像 h : P→ P′ が存在して,次の (A)と (B)を満たす.

(A) h ◦ ψ|P = ψ′|P′ ◦ h.

(B) G/Pと G′/P′ の完全代表系 Aと A′ が存在し,さらにその間の全単射
k : A → A′ で,任意の a ∈ Aに対して h(e ∗ a) = e′ ∗ k(a)を満たすもの
が存在する.

証明
(1) =⇒ (2) :

Quandle同型写像 f : Q→ Q′ で f (e) = e′ を満たすものを取る. hを f の Pへの制
限 f |P : P→ P′ とするとこれは,定理 2.3 (ii)より群同型写像である. さらに,定理
2.3 (i)より (A) : h ◦ ψ|P = ψ′|P′ ◦ hが従う. 任意に取ったG/Pの完全代表系 Aにつ
いて, kを f の Aへの制限 f |A : A → f (A)とし,さらに A′ = f (A)とする. このと
き, f の全単射性と定理 2.3 (iv)より A′ は G′/P′ の完全代表系であることが分か
る. これらに関して,任意の a ∈ Aに対し, h(e ∗ a) = f (e ∗ a) = f (e) ∗ f (a) = e′ ∗ k(a)
が成り立つ. したがって (B)も従う.

(2) =⇒ (1) :

h : P → P′, k : A → A′ をそれぞれ条件を満たす群同型写像と,完全代表系 Aと
A′ の間の全単射とする. 任意の x ∈ G に対して, x = ax px ( ∃!ax ∈ A, ∃! px ∈ P )と
一意的に表すことができる. Pが Gの正規部分群であることより, ax pxa−1

x ∈ Pが
従う. このことから, f : G → G′ を f (ax px) = h(ax pxa−1

x ) k(ax)で定めることがで
きる. この f が quandle同型写像であることを示す.

f の全単射性は hと kの全単射性より従う. 後は f が quandle準同型写像であ
ることを示せばよい. 任意の Gの元 x = ax px, y = ay py について.

f (x ∗ y) = f (ay py ψ((ay py)−1ax px))
= f (ax · a−1

x ay py ψ((a−1
x ay py)−1 px))

= h(ax · a−1
x ay py ψ((a−1

x ay py)−1 px) · a−1
x ) k(ax)

(∵ a−1
x ay py ψ((a−1

x ay py)−1 px) = px ∗ a−1
x ay py ∈ P)

= h(ay py ψ(p−1
y a−1

y ) ψ(ax px)a−1
x ) k(ax)

= h(ay pya−1
y · ay ψ(p−1

y a−1
y ) (ax ψ(p−1

x a−1
x ))−1) k(ax)

= h(ay pya−1
y ) h(ay ψ(p−1

y a−1
y )) h(ax ψ(p−1

x a−1
x ))−1 k(ax)

= h(ay pya−1
y ) h(ay ψ(a−1

y ) · ψ(ay p−1
y a−1

y )) h(ψ(ax pxa−1
x ) · ψ(ax) a−1

x ) k(ax)
= h(ay pya−1

y ) h(ay ψ(a−1
y )) h ◦ ψ(ay p−1

y a−1
y ax pxa−1

x ) h(ψ(ax)a−1
x ) k(ax).
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一方で,
f (x) ∗ f (y) = h(ax pxa−1

x ) k(ax) ∗ h(ay pya−1
y ) k(ay)

= h(ay pya−1
y ) k(ay) ψ′((h(ay pya−1

y ) k(ay))−1 h(ax pxa−1
x ) k(ax))

= h(ay pya−1
y ) k(ay) ψ′(k(ay)−1 h(ay p−1

y a−1
y ) h(ax pxa−1

x ) k(ax))
= h(ay pya−1

y ) k(ay) ψ′(k(ay)−1) ψ′(h(ay p−1
y a−1

y ax pxa−1
x )) ψ′(k(ax))

= h(ay pya−1
y ) k(ay) ψ′(k(ay)−1) h◦ψ(ay p−1

y a−1
y ax pxa−1

x ) ψ′(k(ax)). (∵条件 (B))

H = h ◦ ψ(ay p−1
y a−1

y ax pxa−1
x )とおくと,以上の計算から次が分かる.

f (x ∗ y) = f (x) ∗ f (y)
⇐⇒ h(ayψ(a−1

y )) · H · h(ψ(ax)a−1
x ) k(ax) = k(ay) ψ′(k(ay)−1) · H · ψ′(k(ax))

⇐⇒ h(e ∗ ay) · H · h(e ∗ ax)−1 = e′ ∗ k(ay) · H · (e′ ∗ k(ax))−1

条件 (B)より,この等式は任意の Gの元 x = ax px, y = ay py について成立する. 以
上により定理の主張は示された. □

4 主結果の応用
本節では主結果の応用を紹介する.
位数が 15まででは、条件 (P1)は全て満たされている. 条件 (P2)を満たさな

いケースが位数が 8の時に 1つ,位数 12の時に 2つあるが,それ以外は条件 (P2)
を満たすため先行研究の定理 2.7が使える.（位数 12の 2つについては不変量を
用いて,異なることが示されている.）
位数 16以上を研究するには,条件 (P1)または (P2)を満たさないために先行研

究の定理 2.7では同型の判定ができない generalized Alexander quandleの組が存在
する.
論文 [3]では,位数 16で条件 (P2)をみたさない generalized Alexander quandle

の組で,定理 2.7により同型を判別できない組が与えられている. 以下がその例で
ある.

Q8 = 〈 i, j, k | i2 = j2 = k2 = i jk 〉を四元数群, Z2 = Z/2Z = {0, 1}を位数 2の
巡回群とする. このとき, G = Q8 × Z2, G′ = Q8 ⋊σ Z2 とする. ここで G′ は群準同
型 σ : Z2 → Aut(Q8), i 7→ σi ( σ0 = idQ8 , σ1 : (i, j, k) 7→ (i, − j, −k) )により定ま
る群の半直積である. ψ1 ∈ Aut(G)と ψ′1 ∈ Aut(G′)をそれぞれ,生成元の移し方
ψ1 : G 3 ((i, 0), ( j, 0), (1, 1)) 7−→ (( j, 0), (k, 0), (1, 1)) ∈ G

ψ′1 : G′ 3 ((i, 0), ( j, 0), (1, 1)) 7−→ (( j, 0), (k, 0), (k, 1)) ∈ G′

により定まる自己同型写像とする. これらを用いて generalized Alexander quandle
を Q1 = Q(G, ψ1), Q′1 = Q(G′, ψ′1)と定める. このとき, ord(ψ1) = ord(ψ′1) = 3であ
り,その他の不変量も一致しているが,ともに条件 (P2)を満たさないため定理 2.7
を適用できない. しかし,今回の定理 3.1と GAP [2]による計算で次が分かった.

応用 1 Q1 � Q′1
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さらに位数 16においては,上と同じ群由来で,条件 (P2)を満たさず定理 2.7により
同型を判別できない組がもう一組だけ存在する. それは次で与えられる. ψ2 ∈ Aut(G)
と ψ′2 ∈ Aut(G′)をそれぞれ,生成元の移し方
ψ2 : G 3 ((i, 0), ( j, 0), (1, 1)) 7−→ (( j, 0), (k, 0), (−1, 1)) ∈ G

ψ′2 : G′ 3 ((i, 0), ( j, 0), (1, 1)) 7−→ (( j, 0), (k, 0), (−k, 1)) ∈ G′

により定まる自己同型写像とする. Q2 = Q(G, ψ2), Q′2 = Q(G′, ψ′2)とおく. これら
についても次が分かった.

応用 2 Q2 � Q′2

応用 1, 2により位数 16の群由来の generalized Alexander quandleについて,その
同型類がすべて決定される.
位数 16以降にも,定理 2.7では同型を判別できない組が位数 24や位数 32で

出てくる. 今回の主結果を用いることでそれらについても同型を判別することが
可能である. 次は位数 63までの,各位数 nにおける generalized Alexander quandle
の同型類の個数 |QGAQ|のリストである.

応用 3 63以下の自然数 nに対して, |QGAQ(n)|の表は次で与えられる.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
|QGAQ(n)| 1 1 2 3 4 3 6 9 11 5 10 11 12 7 8

n 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
|QGAQ(n)| 29 16 17 18 15 13 11 22 32 39 13 51 20 28 15

n 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45
|QGAQ(n)| 30 87 20 17 24 64 36 19 25 45 40 23 42 32 44

n 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
|QGAQ(n)| 23 46 114 83 49 32 39 52 87 41 66 37 29 58 60

n 61 62 63
|QGAQ(n)| 60 31 69

表 2. List of |QGAQ(n)|
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