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概 要
結び目カンドルは結び目の非常に強力な不変量である一方で不変量としては
少々扱いづらい. そこで結び目カンドルの商をとった結び目 n-カンドルと呼
ばれる不変量を扱う場合が多い. 今回全ての結び目に対して結び目 n-カンド
ルの 2 次のカンドルホモロジー群を決定することが出来たため, これについ
て報告する. 特にいくつかの結び目を結び目 n-カンドルの 2 次のホモロジー
群が特徴づける事もわかった.

1. 導入
カンドル (quandle) [9,10] とは集合とある条件を満たす 2 項演算の組のことである. カ
ンドルは結び目理論と相性が良いことが知られており, カンドルを用いて現在までに
様々な結び目の不変量が定義されている. その中でも結び目カンドルと呼ばれる不変
量は非常に強力な不変量であり, 結び目をほぼ完全に分類できることが知られている.

一方で結び目カンドルは複雑であるので, 結び目カンドルを用いて結び目を区別すると
いうのは難しい. そこでしばしば結び目カンドルの商をとった結び目 n-カンドルと呼
ばれるものを不変量を考えることがある. 結び目 n-カンドルは不変量として結び目カ
ンドルよりは弱い不変量になっているが, 不変量としては扱いやすい.

表題にあるカンドルホモロジー群は [2] で導入された概念である. 与えられたカンド
ルのカンドルホモロジー群を決定するというのは重要な問題であるが, カンドルホモロ
ジー群の定義から直接計算するのは非常に難しい. Eisermann [5, 6] はカンドルの被覆
の理論を導入し, それらを用いることで非自明な有向結び目 K の結び目カンドルの 2

次カンドルホモロジー群 HQ
2 (Q(K)) が Z と同型であることを示している [5]. 自明な

結び目 01 に対して HQ
2 (Q(01)) は自明なので, Eisermann の結果から「結び目カンド

ルの 2 次カンドルホモロジー群 HQ
2 (Q(K)) は自明な結び目 01 を特徴づける」という

ことが従う.

今回の我々の主結果は結び目 n-カンドル Qn(K) の 2 次カンドルホモロジー群
HQ

2 (Qn(K)) を決定したことである. 我々の定理の帰結として次が得られる.

定理 3.6. (1) 任意の n ∈ Z>2 に対して HQ
2 (Qn(K)) は 01 を特徴づける, すなわち

HQ
2 (Qn(K)) ∼= HQ

2 (Qn(01)) = 0 ならば K = 01 が成り立つ.

(2) n = 3, 4, 5 に対して HQ
2 (Qn(K)) は 31 を特徴づける, すなわち HQ

2 (Qn(K)) ∼=
HQ

2 (Qn(31)) ならば K = 31 が成り立つ.

(3) HQ
2 (Q3(K))は 51 を特徴づける, すなわちHQ

2 (Q3(K)) ∼= HQ
2 (Q3(51)) = Z/6Zな

らば K = 51 が成り立つ.

定理の (1) は Eisermann の結果の類似が結び目 n-カンドルでも成り立つことを主張
している. さらに (2), (3)では結び目 n-カンドルのカンドルホモロジー群は 31 と 51
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の特徴づけるという事も主張している. 前述した通り結び目 n-カンドル Qn(K) は結
び目カンドル Q(K) よりは弱い不変量である. よって直感的には結び目 n-カンドルの
ホモロジー群 HQ

2 (Qn(K)) は結び目カンドルのホモロジー群 HQ
2 (Q(K)) より弱い不変

量になるように思う. しかしながら我々の結果から結び目 n-カンドルのホモロジー群
HQ

2 (Qn(K)) は結び目カンドルのホモロジー群 HQ
2 (Q(K)) よりも不変量として強くな

るということがわかった.

2. 定義
2.1. 結び目カンドルと結び目 n-カンドル
空でない集合 X 上の 2 項演算 ∗ が以下の条件を満たすとき組 X = (X, ∗) を カンド
ル [9, 10]と呼ぶ.

• 任意の x ∈ X に対して x ∗ x = x が成り立つ.

• 任意の y ∈ X に対して写像 Sy : X → X; x 7→ x ∗ y は全単射である.

• 任意の x, y, z ∈ X に対して (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z) が成り立つ.

任意の n ∈ Z に対して Sn
y (x) を x ∗n y で表す. 3 つ目の公理から各 x ∈ X に対して

Sx はカンドル自己同型写像であることがわかる. 集合 {Sx | x ∈ X} で生成されるカ
ンドル自己同型群の部分群をカンドルの内部自己同型群と呼び, Inn(X) と表すことに
する. カンドル X には内部自己同型群 Inn(X) が作用し, この作用が推移的であると
きにカンドル X は連結であるという.

K を S3 = R3 ∪ {∞} 内の有向結び目とし, K の外部 S3\intN(K) を E(K) と書
く. ここで Q(K) を始点が ∂E(K) の点で, 終点が ∞ であるような E(K) 内の道の
ホモトピー類全体の集合とする. このとき Q(K) に 2 項演算 ∗ を次のように定める:

α ∗ β := α · β−1 ·mβ(0) · β, ここで mβ(0) は β(0) を基点とし正の方向に 1 周するメリ
ディアンである. このとき組 Q(K) = (Q(K), ∗) はカンドルであり, このカンドルを結
び目カンドルと呼ぶ. 結び目カンドルは有向結び目の非常に強力な不変量であり, S3 内
の有向結び目をほぼ完全に分類出来る. 一方, 結び目カンドル Q(K) は非常に複雑であ
り不変量としては扱いづらい. そこで次のように結び目カンドルの商をとった結び目
n-カンドルを考える場合が多い.

定義 2.1. ([9, 15]) K を有向結び目とし, n を 2 以上の整数とする. ここで x ∼ x ∗n y
で生成される Q(K)上の同値関係を ∼n と表す. このとき ∼n による商集合 Q(K)/ ∼n

は Q(K) から誘導された演算によりカンドルになる. このカンドルを結び目 n-カンド
ルと呼び, Qn(K) で表す.

注意 2.2. いくつかの論文 [3,7,15] では結び目 n-カンドル Qn(K) を単に K のn-カン
ドルと呼んでいる. 一方で Joyce [9] は任意の x, y ∈ X に対して x ∗n y = x を満たす
カンドル X を n-カンドルと呼んでいる. 混乱を防ぐためにも本稿では結び目 n-カン
ドルという用語を使うことにする.

結び目 n-カンドルも結び目の不変量であるが, Q2(41) ∼= Q2(51) が成り立つなど不変
量としては弱いものになっている. 一方でいくつかの場合には有限位数になるなど結
び目カンドル自体よりは扱いやすい [7].
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結び目カンドルを用いた不変量として彩色数と呼ばれる不変量を考えることが多
い. これは結び目カンドル Q(K) から有限カンドル X へのカンドル準同型の個数
|Hom(Q(K), X)| のことであるが, この値は結び目 n-カンドルから X へのカンドル準
同型の個数 |Hom(Qn(K), X)| と一致する, ここで n は X から定まる 2 以上の整数
である. すなわち彩色数は本質的には結び目 n-カンドルの準同型を考えていることに
なる.

2.2. カンドルの被覆と拡大
ここではカンドルの被覆と拡大について簡単に復習する. 詳細については [5, 6]を参照
されたい.

定義 2.3. ([5, 6]) X, X̃ を連結なカンドル, Λ を群とする. また Λ は X̃ に左から作用
しているとする.

(1) 全射カンドル準同型 p : X̃ → X が以下の条件を満たすとき, p を被覆と呼ぶ:

• p(ỹ) = p(z̃) ならば任意の x̃ ∈ X̃ に対して x̃ ∗ ỹ = x̃ ∗ z̃ が成り立つ.

(2) 次を満たす全射カンドル準同型 p : X̃ → Xが存在するとき X̃ は (群 Λ による) X

の拡大であるという:

• 任意の λ ∈ Λ と x̃, ỹ ∈ X̃ に対して (λ · x̃) ∗ ỹ = λ · (x̃ ∗ ỹ) かつ x̃ ∗ (λ · ỹ) = x̃ ∗ ỹ
が成り立つ.

• 任意の x ∈ X に対して, p−1(x) は Λ の作用で閉じており, その作用は自由かつ
推移的である.

(3) 被覆 p : X̃ → X が以下の条件を満たすとき p を普遍被覆と呼ぶ:

• 任意の被覆 p̄ : X̄ → X に対してあるカンドル準同型 ϕ : X̃ → X̄ が存在し,

p = p̄ ◦ ϕ が成り立つ.

被覆 p : X̃ → X に対して Aut(p) := {ϕ : X̃ → X̃ : カンドル同型 | p = p ◦ ϕ} を p

の被覆変換群と呼ぶ.

定理 2.4. ([6]) X, X̃ を連結なカンドルとする. p : X̃ → X が普遍被覆ならば, X̃ は
Aut(p) による X の拡大である. またこのとき X の 2 次のカンドルホモロジー群 [2]

HQ
2 (X) は Aut(p) の可換化と同型である.

有向結び目 K に対して K̂ で K から得られる long knot とする. Eisermann は
long knot の結び目カンドルを考察することにより以下の定理を示した.

定理 2.5. ([5, 6]) Q(K̂) から Q(K) への普遍被覆 p : Q(K̂) → Q(K) が存在する. ま
た被覆変換群 Aut(p) は標準的ロンジチュード lK ∈ G(K) が生成する巡回群と同型で
ある.

非自明な有向結び目 K の標準的ロンジチュード lK はねじれ元でないので, 定理 2.5

から次が従う.

定理 2.6. ([5]) 非自明な有向結び目 K に対して HQ
2 (Q(K)) ∼= Z が成り立つ.

自明な結び目 01 に対して, HQ
2 (Q(01)) が自明群であるということは直ぐにわかる.

よって定理 2.6 から「結び目カンドルの2次カンドルホモロジー群 HQ
2 (Q(K)) は自明

な結び目を特徴づける」ということが従う.
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3. 結び目 n-カンドルの2次カンドルホモロジー群
3.1. 主定理
我々の主結果は結び目 n-カンドルの 2 次のカンドルホモロジー群をすべて決定したこ
とである.

定理 3.1.

HQ
2 (Q2(K)) ∼=

{
0 (K ≒ 01), Z/2Z (K ≒ M(1/2, ∗/3, ∗/3)),
Z/4Z (K ≒ M(1/2, ∗/3, ∗/5)), Z (K : otherwise),

ここで ≒ は 2 橋結び目の連結和を無視して等しいことを意味し, M(1/2, ∗/3, ∗/3) と
M(1/2, ∗/3, ∗/5) は Montesinous 結び目を表す.

定理 3.2. HQ
2 (Q3(K)) ∼=

{
0 (K = 01), Z/2Z (K = 31),

Z/6Z (K = 51), Z (K : otherwise).

定理 3.3. HQ
2 (Q4(K)) ∼=

{
0 (K = 01), Z/4Z (K = 31),

Z (K : otherwise).

定理 3.4. HQ
2 (Q5(K)) ∼=

{
0 (K = 01), Z/10Z (K = 31),

Z (K : otherwise).

定理 3.5. 任意の 5より大きな整数 nに対して, HQ
2 (Qn(K)) ∼=

{
0 (K = 01),

Z (K : otherwise).

Section 2 で述べたように Eisermann は結び目カンドルのカンドルホモロジー群が
01 を特徴づけることを証明した. 我々の計算結果から結び目 n-カンドルのカンドルホ
モロジー群は自明な結び目 01 と非自明な結び目 31, 51を特徴づけるということがわ
かる.

定理 3.6. (1) 任意の n ∈ Z>2 に対して HQ
2 (Qn(K)) は 01 を特徴づける, すなわち

HQ
2 (Qn(K)) ∼= HQ

2 (Qn(01)) = 0 ならば K = 01 が成り立つ.

(2) n = 3, 4, 5 に対して HQ
2 (Qn(K)) は 31 を特徴づける, すなわち HQ

2 (Qn(K)) ∼=
HQ

2 (Qn(31)) ならば K = 31 が成り立つ.

(3) HQ
2 (Q3(K))は 51 を特徴づける, すなわちHQ

2 (Q3(K)) ∼= HQ
2 (Q3(51)) = Z/6Zな

らば K = 51 が成り立つ.

3.2. 主定理の証明の概略
ここでは主定理の証明の概要を述べる. 詳細は [14] を参照されたい. K を有向結び目,

n を 2 以上の整数とする. また K で分岐する S3 の n 重巡回分岐被覆 Mn
K の分岐集合

を K̃ と書き, K̃ が表す基本群 π1(M
n
K) の元を lK と書く. 更に lK が生成する π1(M

n
K)

の部分群を An
K と表す. 我々は結び目 n-カンドルの構造を考察することによって, n-ツ

イストスパン結び目 τnK の結び目カンドル Q(τnK) から Qn(K) へのカンドル準同型
p : Q(τnK) → Qn(K) を構成した. またそのカンドル準同型に対して次の定理を得た:

定理 3.7. p : Q(τnK) → Qn(K) は普遍被覆である. またその被覆変換群 Aut(p) は
An

K と同型である.
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注意 3.8. 任意の結び目 K に対して Q(K̂) と Q(τ 0K) はカンドルとして同型である.

また定義から “結び目 0-カンドル” Q0(K) は結び目カンドルそのものと考えることが
できる. よって “形式的”に n = 0 とすれば定理 3.7 から定理 2.5 が復元される. しか
しながら我々の定理 3.7 の証明が定理 2.5 の別証明を与えているというわけでないと
いうことに注意されたい.

注意 3.9. 我々の結果から, Q(τnK) は巡回群 An
K による Qn(K) の拡大ということが

わかる. Inoue [8] は Q(τn31) はある巡回群による Schläfli カンドル Xn の拡大である
ことを示している. Schläfli カンドル Xn は 31 の結び目 n-カンドル Qn(31) と同型で
あるので, 我々の結果は [8] の結果の拡張と見做すことができる.

定理 2.4 より普遍被覆の被覆変換群を可換化した群と 2 次カンドルホモロジー群が
同型であったので, HQ

2 (Qn(K))は An
K と同型である. よって lK の位数を求めればよい.

3.3. K が素な結び目の場合
まず素な結び目 K に対して lK を考える. このとき同変球面定理 [11] より Mn

K は既約
であることに注意しよう. ([12]も参照せよ.)

π1(M
n
K) が無限群の場合 このとき Mn

K の普遍被覆は R3 になることが分かる. よって
π1(M

n
K) はねじれ元を持たない. ここで lK が単位元と仮定する. このとき仮定から普

遍被覆 p : R3 → Mn
K に対して p−1(K) の各連結成分は S1 と同相になる. p−1(K) の

連結成分を 1 つ固定すると, それを固定点集合として含む被覆変換 φ : Mn
K → Mn

K の
リフト φ̃ : R3 → R3 がとれる. しかしこれは Smith 理論に矛盾する. ([1, Theorem 5.2

in Chapter III] を参照せよ.) したがって lK は単位元でないということが分かる.

π1(M
n
K) が有限群の場合このときMn

K の普遍被覆は S3 となる. Dunbarによる spher-

ical orbifold の分類 [4] から, K と n に対して以下のいずれかが成り立つ:

(1) n = 2 かつ K: 2 橋結び目.

(2) n = 2 かつ K: Montesinous 結び目 M(1/2, ∗/3, ∗/3).
(3) n = 2 かつ K: Montesinous 結び目 M(1/2, ∗/3, ∗/5).
(4) n = 3, 4, 5 かつ K = 31.

(5) n = 3 かつ K = 51.

(4) の場合は [8] で lK の位数が求められている. (注意 3.9も参照せよ.) (5) の場合は
[3] の結果を用いることで lK の位数を求めることができる. (1) ∼ (3) の場合を考えよ
う. このとき普遍被覆 p : S3 → M2

K による K̃ の逆像 p−1(K̃) は S3 内の絡み目になっ
ており, この絡み目を L と表すことにする. このとき被覆 p の次数を考察することで
(lK の位数) = |π1(M

2
K)|/(L の成分数) が成り立つことがわかる. [13] によって L の成

分数は決定されているので, その結果を用いることにより lK の位数を求めることがで
きる.

注意 3.10. 素な結び目 K に対して HQ
2 (Qn(K)) = 0 ならば n = 2 かつ K が 2 橋結

び目ということが従う.

3.4. K が合成結び目の場合
結び目 K1, K2 の合成結び目 K := K1♯K2 を考える. このとき任意の n ∈ Z>1 に対し
て (Mn

K , K̃) ∼= (Mn
K1
, K̃1)♯(M

n
K2
, K̃2) が成り立つことがわかる. 従って lK ∈ π1(M

n
K) に

対して lK = lK1 · lK2 が成立する. 特に lK1 , lK2 が非自明ならば lK はねじれ元でない
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ということがわかる. 注意 3.10 から素な結び目 K に対して lK が自明元になるのは
n = 2 かつ K が 2 橋結び目の場合に限るので以下の命題が成り立つことがわかる.

命題 3.11. K を合成結び目とする.

(1) K がK ′と 2橋結び目の連結和を無視して等しいならばHQ
2 (Q2(K)) ∼= HQ

2 (Q2(K
′))

が成り立つ.

(2) n を 2 より大きな整数とする. このとき HQ
2 (Qn(K)) ∼= Z が成り立つ.
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