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概 要
絡み目の基本カンドルから有限カンドルへのカンドル準同型写像をカンドル彩
色といい，その個数は絡み目の不変量になる．絡み目のカンドル彩色の全貌は，
カンドル彩色クイバー ([4])と呼ばれる有向多重グラフを用いて表すことができ
る．本稿では，2橋絡み目とプレッツェル絡み目の，2面体カンドルによるカン
ドル彩色クイバーについて報告する．

1 カンドル

1.1 カンドルの定義
Definition 1.1. X を 2 項演算 ▷ を持つ集合とする．▷ が次の 3 つの条件を満たすと
き，(X, ▷) をカンドルという．

1. 任意の x ∈ X に対し， x ▷ x = x が成り立つ，
2. 任意の y, z ∈ X に対し， z = x ▷ y となる x ∈ X がただ一つ存在する，
3. 任意の x, y, z ∈ X に対し， (x ▷ y) ▷ z = (x ▷ z) ▷ (y ▷ z) が成り立つ．

Example 1.2. X = Zn := Z/nZ とし，演算を任意の x, y ∈ Zn に対して x▷y := 2y−x
mod n と定義すれば，(X, ▷) はカンドルである．これを位数 n の 2面体カンドルとい
い，Rn とかく．

Definition 1.3. (X, ▷), (Y, ▷′) をカンドルとする．写像 f : X → Y が，

任意の x1, x2 ∈ X に対して，f(x1 ▷ x2) = f(x1) ▷
′ f(x2)

を満たすとき， f はカンドル準同型写像であるといい， X から Y へのカンドル準同型
写像全体の集合を Hom(X,Y ) とかく．特に X から X へのカンドル準同型写像をカン
ドル自己準同型写像といい，その集合を End(X) とかく．また，全単射なカンドル準同
型写像をカンドル同型写像という．X から Y へのカンドル同型写像が存在するとき，X
と Y は同型であるという．

Definition 1.4. 有限集合上のカンドルを有限カンドルといい，有限カンドルの元の個
数をそのカンドルの位数という．
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以下，カンドルと言えば全て有限カンドルであるとする．

1.2 基本カンドルとカンドル彩色
Theorem/Definition 1.5. 有向結び目（絡み目）K のトーラス近傍 N(K) とその補
空間 R3\N(K) 内の基点 ∗ に対し，∗ から N(K) の境界上の点までの道のホモトピー
類を元とする集合を XK とする．ここで，N(K) の境界上の全ての点 p について，K

に沿った右ねじの向きで 1回まわる円がイソトピーを法としてただ一つ存在する．これ
を p でのメリディアンといい，mp とかく．このとき，XK 上に以下の図 1のように 2

項演算を x ▷ y := ym−1
y y−1x で定めると，(XK , ▷) はカンドルになる．これを，結び目

（絡み目） K の基本カンドル（結び目（絡み目）カンドル）といい，Q(K) とかく．

7→
x

y∗ ∗ x ▷ y

K

N(K)

m−1
y

図 1 基本カンドルの演算.

Theorem 1.6 ([1]). 基本カンドルは（鏡像を区別しない）結び目（絡み目）不変量で
ある．

結び目（絡み目）カンドルの表示を図式から求めることができる．有向結び目（絡み
目） K の図式を D とし，D のアーク全体の集合を Arc(D) := {a1, . . . , an} とする．
Arc(D) の元 ai に文字 xi を対応させ，x1, . . . , xn により生成される自由カンドルを考え
る．図 2のような，図式 D の各交点に対し，関係式 ri を xk = xi ▷ xj と定めると，表示

ai aj

akaj

図 2 各交点.

〈x1, ..., xn | r1, ..., rn〉 が得られる．このカンドルを図式 D から定まるカンドルといい，
Q(D) と表す．また，関係式 ri を交点関係式という．ここで，表示における xi, xk, xj は
それぞれ，結び目（絡み目）上にない基点 ∗ を紙面の手前にとり，基点から結び目（絡み
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目）のトーラス近傍の境界までを進む道のホモトピー類に対応する．

Theorem 1.7 ([2]). K の結び目（絡み目）カンドル Q(K) と K の図式 D から定ま
るカンドル Q(D) は同型である．

したがってここからは，Q(D) = Q(K) とかく．

Definition 1.8. 有向結び目（絡み目）K の基本カンドル Q(K) から有限カンドル X

へのカンドル準同型写像を表現という．

基本カンドルは結び目（絡み目）の強力な不変量であるが，このままでは扱いづらいの
で，有限カンドルへの表現を考える．そこで，基本カンドルの表現を K の図式 D の言
葉で表すことを考える．

Definition 1.9. 結び目（絡み目） K の図式 D のアーク全体の集合を Arc(D) とす
る．図式 D のアークに有限カンドル X の元を対応させる写像

C : Arc(D)→ X

が x, y ∈ X に対し，図式 D の各交点で図 3の条件を満たすとき， C を結び目（絡み目）
図式 D のX 彩色（X-coloring）といい，D の X 彩色全体の集合を ColX(D)とかく．

X 3 x y ∈ X

x ▷ y ∈ X

図 3

カンドル準同型 f : Q(K)→ X が与えられたとき，D のアークに対して自然に定まる
Q(K) の元を対応させる写像

ι : Arc(D)→ Q(K)

を f に合成することにより，自然な写像

Hom(Q(K), X)→ ColX(D) (1)

が定まる．
逆に， D の X 彩色があったとき， Q(K) の生成元から X への写像が一意に定まる

が，X 彩色の定義よりこの対応は Q(K) の関係式を満たすので，この写像はカンドル準
同型になる．これにより，ColX(D) から Hom(Q(K), X) への写像が定まり，この写像
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Arc(D) X

Q(K)

C

ι

f

⟲

は先に定めた Hom(Q(K), X) から ColX(D) への写像の逆写像になる．よって，式 (1)

は全単射になる．したがって， Hom(Q(K), X) と Col(D) を同一視することができる．

Definition 1.10. 結び目（絡み目） K の基本カンドル Q(K) の X への表現の個数
（すなわち K の図式 D の X 彩色の個数） |ColX(K)| を K のX 彩色数という．

Remark 1.11. X 彩色数は結び目（絡み目）不変量である．

したがってこの先は，結び目（絡み目） K の図式 D の X 彩色数 |ColX(D)| を
|ColX(K)| と書く．

2 カンドル彩色クイバーの定義と先行研究

2.1 カンドル彩色クイバーの定義
Definition 2.1. V を有限集合とし，重み関数 c を写像 c : V × V → N ∪ {0} とする．
このとき，(V, c) を有向多重グラフという．

Definition 2.2 (Cho–Nelson [4]). X を有限カンドルとし，K を有向結び目（絡み目）と
する．また，S ⊂ End(X)とする．このとき，次の集合 V と重み関数 c : V ×V → N∪{0}
により定まる有向多重グラフ (V, c) をK のX 彩色クイバーといい，QS

X(K) とかく．

• V = ColX(K)，
• 任意の (vi, vj) ∈ V × V に対して，c(vi, vj) = |{f ∈ S | vj = f ◦ vi}| である．

特に， S = End(X) のとき， (V, c) を K の X 彩色フルクイバーといい，QX(K) と
かく．

この先は，カンドル彩色フルクイバーのみを考え，カンドル彩色フルクイバーを単にカ
ンドル彩色クイバーと言うことにする．

Remark 2.3. X 彩色クイバーは結び目（絡み目）不変量である．

Example 2.4. Hopf 絡み目の R2 彩色クイバーを考える．写像 f1, f2, f3 : R2 → R2

をそれぞれ，f1(x) = 0 , f2(x) = 1 , f3(x) = x + 1 (x ∈ R2) により定めると，
End(X) = {idX, f1, f2, f3} であるので， 4通りある L の R2 彩色を全ての R2 のカン
ドル自己準同型写像で関連づけると，図 4のようにかける．したがって， L の R2 彩色
フルクイバーは図 5に示す有向多重グラフになる．
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図 5 Hopf絡み目の R2 によるカンドル彩色クイバー.

Definition 2.5. k ∈ N ∪ {0} とする．集合 V を V := {v1, . . . , vn} とし，重み関数
k̂ : V × V → N ∪ {0} を 任意の (vi, vj) ∈ V × V に対し k̂(vi, vj) = k とする．このと
き，有向多重グラフ (V, k̂) を完全有向グラフといい，(

←→
Kn, k̂) とかく．

Definition 2.6. d ∈ Z/nZ (n ∈ N) とし，c := gcd(d, n) とする．このとき，次の集
合 V と重み関数 c′ : V × V → N ∪ {0} により定まる有向多重グラフ (V, c′) を Γd,n と
かく．

• V = {(i, i+ kn
c ) := vi,k | i ∈ Z/nZ, k ∈ {1, . . . , c− 1}}，

• 任意の (vi,k, vj,l) ∈ V × V に対して，

c′(vi,k, vj,l) =

{
0 gcd(k, c) ∤ gcd(l, c) のとき
n
c · gcd(k, c) gcd(k, c) | gcd(l, c) のとき

である．

Example 2.7. Γ3,6 は次の図のようになる．ただし， は
2

2
を表

し， は 2 を表すものとする．

94 研究集会「結び目の数理VI」報告集



(0, 2) (0, 4)
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(4, 0)

(4, 2)

(5, 1)

(5, 3)

図 6

Definition 2.8. G1 = (V1, c1), G2 = (V2, c2) を有向多重グラフとし，V1 ∩ V2 = ∅ と
する．このとき，次の集合 V と重み関数 c : V × V → N ∪ {0} により定まる有向多重
グラフ (V, c) を G1 と G2 の joinといい，G1

←−▽ k̂G2 とかく．

• V = V1 ∪ V2，
• 任意の (vi, vj) ∈ V × V に対して，

c(vi, vj) =


c1(vi, vj) vi, vj ∈ V1 のとき
c2(vi, vj) vi, vj ∈ V2 のとき
k vi ∈ V2, vj ∈ V1 のとき
0 vi ∈ V1, vj ∈ V2 のとき

である．

Example 2.9. G1 = (
←→
K2, 2̂) , G2 = (

←→
K3, 3̂) とすれば，G1

←−▽ k̂G2 は図 7のようになる．

2.2 先行研究
主結果に関係する先行研究を述べる．

Theorem 2.10 (Basi–Caprau [5]). T (p, 2) をトーラス結び目とし，Rn (n ∈ N) を 2

面体カンドルとする．このとき，

• gcd(p, n) = 1 のとき，QRn(T (p, 2)) = (
←→
Kn, n̂)，
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図 7 joinの例.

• gcd(p, n) = c (c : 素数) のとき，QRn(T (p, 2)) = (
←→
Kn, n̂)

←−▽ n̂
c
(
←−−−→
Kn(c−1),

n̂
c )

である．

Theorem 2.11 (Zhou–Liu [6]). T (p, 3) をトーラス結び目とし， Rn (n ∈ N) を 2面体
カンドルとする．このとき，

• p = 5, 6k + 1, 6k + 5 (k ∈ N) のとき，

QRn(T (p, 3)) = (
←→
Kn, n̂),

• p = 4, 6k + 2, 6k + 4 (k ∈ N) のとき，

QRn(T (p, 3)) =

{
(
←→
Kn, n̂) gcd(3, n) = 1 のとき
(
←→
Kn, n̂)

←−▽ n̂
3
(
←→
K2n,

n̂
3 ) gcd(3, n) = 3 のとき，

• p = 3, 6k + 3 (k ∈ N) のとき，

QRn(T (p, 3)) =

{
(
←→
Kn, n̂) gcd(2, n) = 1 のとき
(
←→
Kn, n̂)

←−▽ n̂
2
(t3(
←→
Kn,

n̂
2 )) gcd(2, n) = 3 のとき，

• p = 6k (k ∈ N) のとき，

QRn(T (p, 3) = (
←→
Kn, n̂)

←−▽ 1̂{(t3(
←−−−→
Kn(n−1), 1̂)) t (tn−2(

←−−−→
Kn(n−1), 1̂))}

である．

3 2 面体カンドルに付随する 2 橋絡み目とプレッツェル絡み目のカンド
ル彩色クイバー
主結果を述べる．
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Main Theorem 3.1. S(α, β) (α > 0,−α < β < α, gcd(α, β) = 1, β : 奇数) を 2

橋絡み目の Schubert の標準形とし，Rn (n ∈ N) を 2 面体カンドルとする．また，
c := gcd(α, n) とし，k ∈ {1, . . . , c− 1} とする．このとき，

QRn(S(α, β)) =


(←→
Kn, n̂

)
c = 1 のとき(←→

Kn, n̂
)←−▽ n̂

c

(←−−−→
Kn(c−1),

n̂
c

)
c :素数のとき(←→

Kn, n̂
)←−▽ ̂n

c
·gcd(k,c)Γα,n それ以外

である．

. . .

. . .

...

...

...

...

α 0

0 α

図 8 S(α, β) の図式.

0
123

4
5 6 7

0
1 2 3

4
567

図 9 Schubertの標準形の例 S(4, 3).

Main Theorem 3.2. P (d1, . . . , dm) (di ∈ Z/nZ) をプレッツェル絡み目とし，Rn (n ∈
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N) を 2面体カンドルとする．このとき，

|ColRn(P (d1, . . . , dm))| =


n · gcd(

∑m
i=1 di

−1, n) 任意の i に対し gcd(di, n) = 1

　　　　　　　　　　　 つまり， n が素数のとき
n · gcd(di

∑m
i=1 di

−1, n) gcd(di, n) 6= 1 を満たす i が
　　　　　　　　　　　 ただ一つ存在するとき

であり，

• 任意の i に対し gcd(di, n) = 1 のとき，
x1 :=

∑m
i=1 di

−1 とおき，c := gcd(x1, n), k ∈ {1, . . . , c− 1} とすると，

QRn(P (d1, . . . , dm)) =


(←→
Kn, n̂

)
c = 1 のとき(←→

Kn, n̂
)←−▽ n̂

c

(←−−−→
Kn(c−1),

n̂
c

)
c :素数のとき(←→

Kn, n̂
)←−▽ ̂n

c
·gcd(k,c)Γx1,n それ以外

• gcd(di, n) 6= 1 を満たす i がただ一つ存在するとき，
x2 := di

∑m
i=1 di

−1 とおき，c := gcd(x2, n), k ∈ {1, . . . , c− 1} とすると，

QRn(P (d1, . . . , dm)) =


(←→
Kn, n̂

)
c = 1 のとき(←→

Kn, n̂
)←−▽ n̂

c

(←−−−→
Kn(c−1),

n̂
c

)
c :素数のとき(←→

Kn, n̂
)←−▽ ̂n

c
·gcd(k,c)Γx2,n それ以外

d1 d2 · · · dm...
...

...

· · ·

· · ·

図 10 P (d1, . . . , dm) の図式.

次が成り立つ．

Theorem 3.3. L を交点数が m の有向結び目（絡み目）図式とし，Rn (n ∈ N) を 2面体
カンドルとする．Q(L) の交点関係式系が，i, j ∈ {1, . . . ,m} と d ∈ Z/nZ (n ∈ N) に対
し，dyi = dyj mod nとかけるとする．このとき，c := gcd(d, n)とし，k ∈ {1, . . . , c−1}
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とすると，

|ColRn(L)| = nc

であり，

QRn(L) =


(←→
Kn, n̂

)
c = 1 のとき(←→

Kn, n̂
)←−▽ n̂

c

(←−−−→
Kn(c−1),

n̂
c

)
c :素数のとき(←→

Kn, n̂
)←−▽ ̂n

c
·gcd(k,c)Γd,n それ以外

である．

4 今後の課題
Main Theorem 3.2について，前述の二つの場合以外の場合におけるカンドル彩色数と

クイバーを決定したい．また，Theorem 3.3 の仮定を満たす絡み目がどのようなもので
あるのかを明らかにしたい．
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