
三角群のモジュラー結び目に関する
Rademacher記号と 2-コサイクルについて

松坂俊輝（名古屋大学高等研究院） ∗

モジュラー結び目という言葉を初めて耳にしたのは，2017年 4月，京都大学数論合同セミナーでの
Özlem Imamoḡluさんの講演 “Modular cocycles and linking numbers”においてである．金子昌信先
生の勧めで参加したその講演は，ちょうどその頃勉強していた楕円モジュラー j 関数のサイクル積分か
らスタートして，モジュラー結び目たちの絡み数を計算するという内容で，結び目の部分は当時あまり
理解できなかったものの，非常に印象に残る内容であり，いつか何か関連して仕事をしてみたいと思う
ようになった．それから 3年が経ち，2020年，新型コロナウイルス感染症の影響で研究集会等が次々
と中止となるなか，思いがけず東京電機大学の植木潤さんと Friday Tea Time Zoom Seminarという
オンライン研究セミナーを開催することとなった．植木さんとはそれまでほとんど面識もなかったので
あるが，Zoomというオンラインミーティングツールを通して話をする機会が増え，そうして常々気に
なっていた結び目理論について沢山のことを教えてもらい，今回の共同研究にたどり着いた，というわ
けである．
本記事は研究集会「結び目の数理 III」における，2020年 12月 24日の筆者の同タイトルの講演に基

づくものである．世話人の大山淑之さん，新國亮さん，また本研究集会で講演するよう勧めてくださっ
た共同研究者である植木潤さんに，この場を借りて感謝したい．繰り返しではあるが，本研究は東京電
機大学の植木潤さんとの共同研究であり，また JSPS科研費 JP20K14292および JP19K14538の助成
を受けたものである．

1 Ghysの結果
モジュラー結び目が定義されたのは，Étienne Ghysの講演 “Knots and dynamics” [Ghy07]におい

て，2006年の国際数学者会議でのことである．彼はローレンツアトラクターに含まれる周期軌道（ロー
レンツ結び目）に関する Birman–Williams [BW83]の仕事を紹介した後，一方でモジュラー群 SL2(Z)
の元に対しても，ある周期軌道（モジュラー結び目）がトレフォイル K2,3 の補空間 S3 −K2,3 内に定
義できると説明する．一見して由来の全く異なる対象であるにも関わらず，これら 2 種類の結び目の
集合は一致する，というのが Ghysの主張である．さらに，各モジュラー結び目 Cγ に対して，絡み数
Lk(Cγ ,K2,3) が，これまた出自の異なる Rademacher 記号 Ψ(γ) でぴったり与えられる．本研究の目
的は，この絡み数と Rademacher記号に関する結果を，トレフォイル K2,3 に限らず一般のトーラス結
び目Kp,q に対して拡張することである．
ICM2006における Ghysの講演スライド，および講演動画は [Ghy06]において公開されている．ま

た Ghys–Leysによる画像付きの解説記事も [GL06]で見ることができるため，詳細についてはそちらに
譲ることとし，ここでは我々の結果を述べるために必要な事項のみを復習することとする．

∗ Email: matsusaka.toshiki@math.nagoya-u.ac.jp
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1.1 モジュラー結び目
モジュラー群の元 γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) が | tr(γ)| > 2 を満たすとき，γ を双曲元と呼ぶ．さらに γ

が（モジュラー群の）他の元の冪で書けないとき，γ は原始的であるという．ここでは原始的な双曲元
γ =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)であって，特に簡単のために tr(γ) > 2かつ c > 0を満たすものを考える．さて，

群 SL2(R)は上半平面 H = {z ∈ C | Im(z) > 0}および，その境界に一次分数変換 ( a b
c d

)
z = az+b

cz+d で
作用するのであった．このとき双曲元 γ ∈ SL2(Z)の固定点は，互いに共役な実二次無理数となる．こ
れは γz = z から従う二次方程式 cz2 + (d − a)z − b = 0 を解くことで確かめられる．この固定点を
wγ , w

′
γ と書き，wγ > w′

γ と大小関係を定めておく．スケール行列Mγ を

Mγ =
1√

wγ − w′
γ

(
wγ w′

γ

1 1

)
∈ SL2(R)

で定めると，これはM−1
γ γMγ =

( ξγ 0

0 ξ−1
γ

)のように γ を対角化する．ここで ξγ > 1であることに注意
する．このとき，空間 SL2(Z)\ SL2(R)内に閉曲線

Cγ(t) =Mγ

(
et 0
0 e−t

)
, (0 ≤ t ≤ log ξγ)

を定めることができる．この曲線は，射影 SL2(R) 3 g 7→ gi ∈ Hによって，SL2(Z)\H上の閉測地線
へとうつる．

定義 1.1. 原始的な双曲元 γ =
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)であって，tr(γ) > 2かつ c > 0なるものをとる．こ

のとき，同相 SL2(Z)\ SL2(R) → S3 −K2,3 による曲線 Cγ(t)の像を単に Cγ と書き，モジュラー結び
目と呼ぶ．ここでK2,3 はトレフォイルである．

上の（微分）同相 SL2(Z)\ SL2(R) → S3 −K2,3 はMilnorの本 [Mil71, 84ページ]に与えられてい
る（もしくは [DIT17, Appendix A]や [Tsa13]にも書かれている）．また定義から明らかなように，任
意の g ∈ SL2(Z)に対し，Cg−1γg = Cγ が成り立つ，すなわち，モジュラー結び目は双曲元 γ の共役類
に対して定まる対象である．Ghys–Leysの記事 [GL06]にはいくつかの具体例が描画されており，例え
ば双曲元 ( 1 1

1 2

)が定めるモジュラー結び目は，S3 −K2,3 内の自明な結び目となる．

1.2 Rademacher記号
Rademacher記号の起源は 1892年の Dedekindの仕事にある．無限積で定義される上半平面上の正

則関数
∆(z) = q

∞∏
n=1

(1− qn)24, (q = e2πiz)

は重さ 12のカスプ形式になることが知られている．つまり，任意の γ =
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)に対し，変

換則 ∆(γz) = (cz + d)12∆(z)が成り立つ．さらに ∆(z)は H上に零点も極も持たないため，正則関数
log∆(z)が定義される．この関数に対し次の変換則

log∆(γz)− log∆(z) = 12 sgn(c)2 log

(
cz + d

i sgn(c)

)
+ 2πiΦ(γ)

を考えると，ある整数値関数 Φ : SL2(Z) → Zが必要となる．この関数 Φ(γ)を Dedekindの名前にち
なんで，Dedekind記号と呼ぶことにする．ここで，対数関数の枝を Im log z ∈ [−π, π)で指定し，ま
た c = 0のとき，右辺の第一項は 0であるとみなしている．
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1956年，Rademacherは Dedekind記号の定義をわずかに修正することで，より良い性質を持つ関数
を導入している．

定義 1.2. 関数 Ψ : SL2(Z) → Zを

Ψ(γ) = Φ(γ)− 3 sgn(c(a+ d))

によって定める．これをRademacher記号と呼ぶ．

この微修正により，関数 Ψは次の性質を得る：任意の γ, g ∈ SL2(Z)に対し，

Ψ(γ) = Ψ(−γ) = −Ψ(γ−1) = Ψ(g−1γg)

が成り立つ．特に Ψ(γ) が類不変量であることを注意しておく．これらの Dedekind や Rademacher

の仕事は，Rademacher–Grosswaldによるテキスト “Dedekind sums” [RG72]に詳しくまとめられて
いる．一見すると単なる特殊関数の一つに見える Rademacher 記号 Ψ(γ) であるが，Atiyah [Ati87,

Theorem 5.60] によれば，この特殊関数は上記のカスプ形式を用いる定義の他にも，Hirzebruch’s

signature defect，Shimizu L 関数の特殊値など，合計 7 つもの異なる “顔”をもっている．さらに
Barge–Ghys [BG92]による Euler類を用いた特徴づけ，今回の主題でもあるモジュラー結び目との関
連からも，この Rademacher 記号が非常に豊かな性質を有していることを窺い知ることができるであ
ろう．

1.3 Ghysの結果（正確な主張）
こうして定義される 2つの対象，モジュラー結び目 Cγ と Rademacher記号 Ψ(γ)が，絡み数という

不変量を通して密接に関係する，というのが Ghysの結果の一つである．

定義 1.3. S3 内の異なる 2つの有向結び目K1,K2 に対し，一次ホモロジー群H1(S
3 −K2;Z) ∼= Zの

生成元 [ℓ]を一つ固定する．このとき，絡み数 Lk(K1,K2) ∈ Zを次で定義する．

[K1] = Lk(K1,K2)[ℓ] ∈ H1(S
3 −K2;Z).

よって，トレフォイル K2,3 の向きや生成元 [ℓ]を適切に取ることで，モジュラー結び目 Cγ と K2,3

の絡み数を定義できるわけであるが，これに対し，Ghys [Ghy07]は次の主張を示した．

定理 1.4. 原始的な双曲元 γ =
(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)であって，tr(γ) > 2かつ c > 0なるものをとる．この

とき，Lk(Cγ ,K2,3) = Ψ(γ)が成り立つ．

この定理を拡張することを考えるとき，いくつかの問題設定がすぐに思い浮かぶであろう．

(1) 2つのモジュラー結び目 Cγ , Cσ に対し，その絡み数 Lk(Cγ , Cσ)は計算できるか．
(2) トレフォイルの結び目補空間を，他の結び目の補空間に取り替えられるか．
(3) 絡み数以外の結び目不変量を計算できるか．

一つ目の問いについては，Ghys自身も論文中に記しており，2017年に（少し問題を修正した上で）
Duke–Imamoḡlu–Tóth [DIT17]が一つの答えを与えている．三つ目の問いについては，著者は現状何
も把握していないが，何か分かると面白いだろうと期待している．今回の研究では，この二つ目の問い
について考察を行い，トレフォイル K2,3 を一般のトーラス結び目 Kp,q に拡張することに成功したの
で，次の章でその内容について紹介する．

3

研究集会「結び目の数理Ⅲ」報告集 85



2 トーラス結び目への拡張
何をもって拡張とするか，まず考えるべき問題である．ここでは次のように問題の設定を行なった．

(1) SL2(Z)\SL2(R) ∼= S3 −K2,3 に対応する同相が S3 −Kp,q にも存在するか？
(2) モジュラー結び目に対応するものは何か？
(3) Rademacher記号を与えるような，カスプ形式 ∆(z)の対応物は何か？
(4) これらが全てうまくいったとして，“絡み数 = Rademacher 記号”という形の等式を得られる
か？特に p = 2, q = 3の場合に Ghysの結果を含んでいるか？

結論としては，これらの問い全てに対し，自然な回答を与えることができた．特に，整数論の観点か
らはあまり研究されてこなかった三角群に関する保型形式が，ここでは非常に重要な役割を果たすこと
となり，（個人的には）大変興味深い結果となった．

2.1 三角群
問題にうつる前に，本研究の鍵となる三角群について簡単に復習しておく．まず，(p, q)として互い

に素な整数の組で，2 ≤ p < q なるものを一つ固定する．

定義 2.1. 次の行列で生成される SL2(R)の離散部分群 Γp,q を三角群という．

Tp,q =

(
1 2

(
cos π

p + cos π
q

)
0 1

)
, Sp =

(
0 −1
1 2 cos π

p

)
, Uq =

(
2 cos π

q −1

1 0

)
.

特に，Γ2,3 = SL2(Z)が成り立つ．

通常，三角群は上半平面上の三角形の辺における鏡映変換を用いて定義されるので，PSL2(R) の
部分群として定義されるが，ここでは SL2(R) の部分群として定義していることに注意する．射影
SL2(R) → PSL2(R)を通して通常の三角群が得られる．ここでは，三角群 Γp,q に関する性質を箇条書
きで記すことにする．
1. 関係式 Tp,q = −UqSp により，三角群 Γp,q は実際は Sp と Uq で生成される．基本関係式は

Sp
p = Uq

q = −I であり，融合積との同型 Γp,q
∼= Z/2pZ ∗Z/2Z Z/2qZがある（融合積については，Serre

[Ser03]を参照）．
2. 内角 π/p, π/q, 0をもつ三角形

∆(p, q,∞) =

{
z ∈ H

∣∣∣∣ − cos
π

p
≤ Re(z) ≤ cos

π

q
, |z| ≥ 1

}
⊂ H

を取り，直線 {eiθ | 0 < θ < π}に関する鏡映

∆′(p, q,∞) =

{
z ∈ H

∣∣∣∣ (0 1
1 0

)
z =

1

z
∈ ∆(p, q,∞)

}
を考える．このとき，Dp,q = ∆(p, q,∞)∪∆′(p, q,∞)は三角群 Γp,q の基本領域を与える．特に Γp,q\H
は 1つのカスプ，2つの楕円点，そして種数 0を持つことが分かる．
3. Γp,q\Hは有限体積

vol(Γp,q\H) =

∫
Dp,q

dxdy

y2
= 2π

pq − p− q

pq

を持つ．
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2.2 普遍被覆群 S̃L2(R)

ここではまず，天下り的ではあるが，浅井 [Asa70]による普遍被覆群 S̃L2(R)の構成を復習する．

定義 2.2. 符号関数 sgn : SL2(R) → {+1,−1}を次で定義する．

sgn(γ) =

{
sgn(c) if c 6= 0,

sgn(a) = sgn(d) if c = 0

定義 2.3. W : SL2(R)× SL2(R) → Zを次で定義する．

sgn(γ1) sgn(γ2) sgn(γ1γ2) W (γ1, γ2)

1 1 −1 1

−1 −1 1 −1

otherwise 0

これは 2-コサイクル，つまり，次の条件を満たす:

W (γ1γ2, γ3) +W (γ1, γ2) =W (γ1, γ2γ3) +W (γ2, γ3).

普遍被覆群 S̃L2(R) は，群としては，SL2(R) の基本群 π1(SL2(R)) ∼= Z による中心拡大であり，
2-コサイクル W (γ1, γ2) が対応するものとして実現される．以下，普遍被覆群 S̃L2(R) の元を，組
(γ, n) ∈ SL2(R)× Zで表すことにし，積演算

(γ1, n1)(γ2, n2) = (γ1γ2, n1 + n2 +W (γ1, γ2))

を備えているとする．
射影 P : S̃L2(R) 3 (γ, n) 7→ γ ∈ SL2(R)に対し，Γ̃p,q = P−1(Γp,q)とし，また任意の γ ∈ SL2(R)

に対し，γ̃ = (γ, 0) ∈ S̃L2(R)とおく．このとき，群 Γ̃p,q は S̃p と Ũq によって生成され，基本関係式は
S̃p

p = Ũq
q = (−I, 1)である．

2.3 問題 (1)と (2)

問題 (1)については有名な事実であった．特に目的の拡張として，2つの可能性があることが分かる．

1. 空間 Γp,q\ SL2(R) ∼= Γ̃p,q\S̃L2(R)は，レンズ空間 L(r, p − 1)内の (p, q)-トーラス結び目 Kp,q

の補空間と（微分）同相である．
2. 空間 Gr\S̃L2(R)は，S3 内の (p, q)-トーラス結び目Kp,q の補空間と（微分）同相である．

ここで r = pq − p − q とおいている．また群 Gr は Γ̃p,q の指数 r の正規部分群であり，S̃p
r と Ũq

r

で生成される．2 つ目の同相については，Raymond–Vasquez [RV81] によってザイフェルトファイブ
レーションの理論を用いることで示されており，また Tsanov [Tsa13]によって，両方の同相はより明
示的に構成されている．これが問題 (1)に対する答えである．
モジュラー群の場合のモジュラー結び目の定義を思い出すと，それらは測地線流の閉軌道として特徴

付けられていた．ここでも同様に定義するのが自然であろう．つまり，原始的な γ =
(
a b
c d

)
∈ Γp,q で

あって，tr(γ) > 2かつ c > 0なるものに対し，スケール行列Mγ，固有値 ξγ > 1を全く同様に定義す
る．このとき，Γp,q\ SL2(R)内の閉曲線

Cγ(t) =Mγ

(
et 0
0 e−t

)
, (0 ≤ t ≤ log ξγ) (2.1)
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を同様に定めることができる．この曲線も，やはり射影 SL2(R) → Hによって，Γp,q\H上の閉測地線
へとうつる．この閉曲線 Cγ(t)の L(r, p− 1)−Kp,q 内の像 Cγ を，三角群モジュラー結び目をと呼ぶ．
加えて，S3 −Kp,q 内の三角群モジュラー結び目を定義しよう．まず射影 P : S̃L2(R) → SL2(R)に

ついて，P (Gr) = Γp,q および P−1(I) ∩ Gr = 〈(I, r)〉 が成り立つことに注意すると，P が r 重被覆
S3−Kp,q → L(r, p−1)−Kp,q を誘導することが分かる．これをまた P で表すことにする．このとき，
三角群モジュラー結び目 Cγ に対し，その P による逆像の連結成分ひとつひとつを S3 −Kp,q 内の三角
群モジュラー結び目と呼ぶことにする．これは以下のように，明示的に記述することも可能である

命題 2.4. 任意の γ ∈ Γp,q に対し，(γ, n) ∈ Gr となるような n ∈ Z/rZが唯一つ存在する．このとき，
各 ℓ ∈ Z/ gcd(n, r)Zに対し，閉曲線

C(ℓ)
γ (t) =

(
Mγ

(
et 0
0 e−t

)
, ℓ

)
∈ Gr\S̃L2(R) ∼= S3 −Kp,q, (0 ≤ t ≤ r

gcd(n, r)
log ξγ)

の S3 −Kp,q での像 C
(ℓ)
γ は P (C

(ℓ)
γ ) = Cγ を満たし，写像 P : C

(ℓ)
γ → Cγ は r/ gcd(n, r)重被覆とな

る．この C
(ℓ)
γ を S3 −Kp,q 内の三角群モジュラー結び目と呼ぶ．

2.4 問題 (3)：三角群のモジュラー形式
Rademacher記号を定義するには，無限積で定義されているカスプ形式 ∆(z)が必要であった．さて

前章の内容からして，おそらく三角群に関するモジュラー形式を考えれば良いであろう，ということは
推察されるが，そのような “良い”カスプ形式をどうやって取るかが問題である．
次のように考える：直接計算により，

d

dz
log∆(z) = 2πi

1− 24
∞∑

n=1

∑
d|n

d

 qn

 = 2πiE2(z)

を得る．右辺の E2(z)は，カスプで高々多項式増大を持つような，重さ 2の唯一のモックモジュラー形
式である．そこでまず，重さ 2のモックモジュラー形式を調べてみてはどうかと考えた．最初に，調和
Maass形式の定義を復習する（調和Maass形式の一般論については [BFOR17]を参照）．

定義 2.5. 整数 k ∈ Zに対し，重さ k の ξ-微分作用素を

ξk = 2iyk
∂

∂z

で定義する．また重さ k の双曲 Laplace作用素を

∆k = −ξ2−k ◦ ξk = −y2
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ iky

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
で定義する．

定義 2.6. 実解析的関数 f : H → C が次の条件を満たすとき，f は Γp,q に関する重さ k ∈ Z の調和
Maass形式であるという．

1. 任意の γ =
(
a b
c d

)
∈ Γp,q に対し，f(γz) = (cz + d)kf(z)が成り立つ．

2. ∆kf(z) = 0が成り立つ．
3. ある α > 0が存在して，f(x+ iy) = O(yα) as y → ∞が xについて一様に成り立つ．

そのような関数全体の集合を Hk(Γp,q)で表す．また条件 2を “ξkf(z) = 0”で取り替えて定義される関
数を正則モジュラー形式といい，正則モジュラー形式全体の集合をMk(Γp,q)で表す．
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このとき，明らかにMk(Γp,q) ⊂ Hk(Γp,q)であり，また ξ-微分作用素は ξk : Hk(Γp,q) →M2−k(Γp,q)

を定める．条件 1より，λ = 2(cosπ/p + cosπ/q)とおくとき，f(z + λ) = f(z)が成り立つ．よって
標準的な議論から，k 6= 1のとき，調和Maass形式 f ∈ Hk(Γp,q)は次の形の Fourier展開を持つこと
がわかる．

f(x+ iy) =
∑
n≥0

c+(n)qnλ + c−(0)y1−k +
∑
n<0

c−(n)y−k/2W− k
2 ,

k−1
2
(4π|n|y/λ)e2πinx/λ.

ここで，qλ = e2πiz/λ であり，Wµ,ν(y) は W -Whittaker 関数である（Whittaker 関数については，
[MOS66, Chapter VII]に詳しくまとめられている）．このとき，正則部分∑

n≥0

c+(n)qnλ

のことを，モックモジュラー形式と呼ぶ．

注意 2.7. 調和Maass形式の定義における条件 3（カスプ条件）は論文によって異なることが多い．ま
た，非正則部分の Fourier展開もWhittaker関数を用いるもの，不完全ガンマ関数を用いるものなど，
様々である．それに伴ってモックモジュラー形式の定義も変わることがあるため，注意が必要である．

例 2.8. Eisenstein級数

E∗
2 (z) = 1− 24

∞∑
n=1

∑
d|n

d

 qn − 3

πy

は SL2(Z)に関する重さ 2の調和Maass形式であり，その正則部分 E2(z)はモックモジュラー形式で
ある．

では，三角群 Γp,q に対して，重さ 2の調和Maass形式を構成しよう．一般に第一種 Fuchs群に対し，
Eisenstein級数を用いることで保型形式を構成することができる（例えば，Iwaniec [Iwa02]を参照）．
三角群 Γp,q におけるカスプ i∞の固定部分群 (Γp,q)∞ が ±〈Tp,q〉で与えられることに注意すると，重
さ k ∈ Zの Eisenstein級数が次で定義される．

E
(p,q)
k (z, s) =

1

λs

∑
γ∈(Γp,q)∞\Γp,q

Im(γz)s−k/2

(cz + d)k
, (Re(s) > 1).

このとき解析接続の後，E(p,q),∗
2 (z) = E

(p,q)
2 (z, 1)が定義される．

命題 2.9. 関数 E
(p,q),∗
2 (z)は Γp,q に関する重さ 2の調和Maass形式であり，

E
(p,q),∗
2 (z) =

1

λ
+

∞∑
n=1

c(n)qnλ − 1

vol(Γp,q\H)

1

y
=: E

(p,q)
2 (z)− 1

vol(Γp,q\H)

1

y

の形の Fourier展開を持つ．特に H2(Γp,q)は E
(p,q),∗
2 で張られる 1次元のベクトル空間である．

ここから ∆(z) の然るべき三角群類似を構成していく．まず，上半平面上の正則関数であって，
F ′
p,q(z) = 2πirE

(p,q)
2 (z) なる関数 Fp,q : H → C をひとつ取る．このとき命題 2.9 より，ある関数

ψp,q : Γp,q → Cが存在して，任意の γ =
(
a b
c d

)
∈ Γp,q に対し，

Fp,q(γz)− Fp,q(z) = 2pq log(cz + d) + 2πiψp,q(γ) (2.2)

が成り立つことが分かる．さらにいくつかの計算を組合せることで，ψp,q が整数値関数であることも分
かるため，∆p,q(z) = expFp,q(z)と定義することで，Γp,q に関する重さ 2pq の正則モジュラー形式が
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得られる．こうして構成した関数 ∆p,q(z)は上半平面上に零点も極も持たず，カスプ i∞に位数 r の零
点を持つ．また原始関数 Fp,q を適当に取ることで，∆p,q(z) = qrλ + O(qr+1

λ )となるように正規化でき
る．これがまさに，モジュラー群の場合の∆(z)の三角群類似となるのである．つまり，次が成り立つ：

d

dz
log∆p,q(z) = F ′

p,q(z) = 2πirE
(p,q)
2 (z).

定義 2.10. 上の (2.2)で定義した整数値関数 ψp,q : Γp,q → ZをRademacher記号と呼ぶ．

このままの定義では，ψ2,3 は (1.2)で定義されるオリジナルの Rademacher記号 Ψ(γ)と一致しない
のだが，次のように修正することで，然るべき Rademacher記号の定義も得られる．

定義 2.11. 関数 Ψp,q : Γp,q → Zを

Ψp,q(γ) = ψp,q(γ) +
pq

2
sgn(γ)

(
1− sgn tr(γ)

)
で定義すると，任意の γ, g ∈ Γp,q に対し，

Ψp,q(γ) = Ψp,q(−γ) = −Ψp,q(γ
−1) = Ψp,q(g

−1γg)

が成り立つ．

このように修正すると，Ψ2,3 = Ψを得る．一方でモジュラー結び目を考える上では，常に tr(γ) > 2

を仮定しているので，この場合には Ψp,q(γ) = ψp,q(γ)が成り立つ．

2.5 問題 (4)：主結果
以上の定義のもと，次の定理が成り立つ．

定理 2.12. 原始的な双曲元 γ =
(
a b
c d

)
∈ Γp,q であって，tr(γ) > 2かつ c > 0なるものをとる．この

とき，命題 2.4で定義した S3 −Kp,q 内の三角群モジュラー結び目 C
(ℓ)
γ と (p, q)-トーラス結び目Kp,q

の絡み数は次で与えられる．

LkS3(C(ℓ)
γ ,Kp,q) =

1

gcd(ψp,q(γ), r)
ψp,q(γ) ∈ Z.

定理 2.13. 上記のように γ ∈ Γp,q をとる．このとき，(2.1)で定義した L(r, p− 1)−Kp,q 内の三角群
モジュラー結び目 Cγ と (p, q)-トーラス結び目Kp,q の絡み数は次で与えられる．

LkL(r,p−1)(Cγ ,Kp,q) =
1

r
ψp,q(γ) ∈

1

r
Z.

ここでレンズ空間における絡み数の定義は，[ST80, Section 77]を採用している．特に上の二つの定
理において，(p, q) = (2, 3)とすると，どちらの場合も Ghysの結果（定理 1.4）を与える．定理 2.12に
対し，証明の概略を示す．

Proof. 上で定義したカスプ形式 ∆p,q(z)を用いて，連続写像 ω∞ : Gr\S̃L2(R) → C× を定義できる：

ω∞(γ, n) = ∆1/r
p,q (γi)

(
e−4πin

(ci+ d)2

) pq
r

.

ここで arg(ci+ d) ∈ [−π, π)とし，C̃× 内で pq/r乗してから，C× へ射影している（ここで用いている
有理数重さの保型形式は，Milnor [Mil75]を参照している）．このとき，この写像が 1次ホモロジー群
の同型

Z ∼= H1(Gr\S̃L2(R);Z)
(ω∞)∗−−−−→

∼
H1(C×;Z) ∼= Z
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を誘導することを示せるので，絡み数は，次のように回転数としても与えられる．

LkS3(C(ℓ)
γ ,Kp,q) = Ind(ω∞(C(ℓ)

γ ), 0) =
1

2πi

∫
ω∞(C

(ℓ)
γ )

dz

z
.

写像 ω∞ と ∆p,q の定義，およびいくつかの計算を合わせると，これは

LkS3(C(ℓ)
γ ,Kp,q) =

r

gcd(ψp,q(γ), r)

∫ γz0

z0

E
(p,q),∗
2 (z)dz

と変形される．ここで積分路は γ の固定点 wγ , w
′
γ を結ぶ H上の測地線上の線分である．このような測

地線分上のモジュラー形式の積分はサイクル積分と呼ばれ，近年広く研究されている対象である．あと
は，(2.2)における ψp,q(γ)の定義から，∫ γz0

z0

E
(p,q),∗
2 (z)dz =

1

r
ψp,q(γ) (2.3)

が得られるという仕組みである．

注意 2.14. 上記のサイクル積分表示 (2.3)は，双曲元 γ ∈ Γp,q に対し Rademacher記号 ψp,q(γ)のひ
とつの定義を与えるが，この表示からは ψp,q(γ)が整数になることは非自明である．

最後にタイトルにある 2-コサイクルについて，一言だけ述べておく．定義 2.3の 2-コサイクルW は，
非自明なコホモロジー類 [W ] ∈ H2(SL2(R);Z)を定める．一方で，Γp,q

∼= Z/2pZ ∗Z/2Z Z/2qZである
ことから，H2(Γp,q;Z) ∼= Z/2pqZであることが確認できるので，ある関数 f : Γp,q → Zが存在して，

2pqW (γ1, γ2) = f(γ1γ2)− f(γ1)− f(γ2)

が任意の γ1, γ2 ∈ Γp,q に対して成り立つはずである．さらにH1(Γp,q;Z) = {0}であることから，その
ような関数 f は一意的であるのだが，それがまさに Rademacher記号で与えられるのである．

定理 2.15. 任意の γ1, γ2 ∈ Γp,q に対し，

2pqW (γ1, γ2) = ψp,q(γ1γ2)− ψp,q(γ1)− ψp,q(γ2)

が成り立つ．さらに，生成元での値 ψp,q(Sp) = −q, ψp,q(Uq) = −pと合わせることで，帰納的に ψp,q(γ)

の値を計算することができる．
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