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球面曲線 (unoriented generic immersed spheri-
cal curve) を考える．

記号 P , P ′ は球面曲線を表す．



任意の２つの球面曲線は３種類のライデマイス
ター移動からなる有限列で移り合う。
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５種類のライデマイスター移動により、25 通
りの同値関係が考えられる。
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P CDP

• コード図 def= 円周上２個ずつペアとなる点配置.
• P のコード図 CDP

def= ２重点の逆像の配置.
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• コード図 def= 円周上２個ずつペアとなる点配置.
部分コード図を数え上げる関数を定義するため、
コード図をワードによって再定義する.



部分コード図を数え上げる関数の定義 (1/5)

• 長さ nのワード w : {1, 2, . . . , n} → N.
• 表示 : w(1)w(2) · · ·w(n).
• letter : wの像の元.
• 長さ 2nのガウスワード :
各 letter (n個) がちょうど２回現れるワード.



部分コード図を数え上げる関数の定義 (2/5)

• ２つのガウスワード w, v が isomorphic
def⇐⇒ ∃全単射 f : w(2̂n) → v(2̂n) s.t.
∃t ∈ Z, ∃ϵ ∈ {0, 1} (v ◦ (cyc)t ◦ (rev)ϵ = f ◦w).
ただし、

cyc(p) ≡ p+1(mod 2n), rev(p) ≡ −p+1(mod 2n)



部分コード図を数え上げる関数の定義 (3/5)

下記の同一視を行う.
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部分コード図を数え上げる関数の定義 (4/5)

• G<∞ = コード図全体からなる集合.
• G<∞ と {xi}i∈N の間に全単射を固定.
• G≤d = {CD ∈ G<∞, at most d chords }
• nd = |G≤d|, Gb,d = G≤d \ G≤b−1.

• x̃(G) =

{
1 [G] = x

0 [G] ̸= x

−→ x̃(G) = x̃(H) if G
isom∼ H.



部分コード図を数え上げる関数の定義 (5/5)

• ガウスワード G に対して Sub(G) =
{H | H は G からいくつか文字を消したもの }
とする。

CD = [G]とすると、整数値関数

x(CD) =
∑

z∈Sub(G)

x̃(z).

が定義される.(特に曲線 P の CDに適用できる.)



関数 x(CD)が不変量となるための十分条件を書
くために relator ∈ Z[G<∞]を定義する (５種類).
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Rϵ1ϵ2ϵ3ϵ4ϵ5 = ∪ϵi=1Ri. ただし、
• R1 = RIの relators全体の集合
• R2 = strong RIIの relators全体の集合
• R3 = weak RIIの relators全体の集合
• R4 = strong RIIIの relatorsの全体の集合
• R5 = weak RIIIの relatorsの全体の集合
• Rϵ1ϵ2ϵ3ϵ4ϵ5(b, d) = Ob,d(Rϵ1ϵ2ϵ3ϵ4ϵ5)
☆ Ob,d は b ≤コードの数 ≤ dとする proj.



定理 1. 自然数 b, d (2 ≤ b ≤ d) に対して,
P

nb−1≤i≤nd
αixi を上記で定めたものとする.

(ϵ1, ϵ2, ϵ3, ϵ4, ϵ5) ∈ {0, 1}5 を勝手に選ぶ.

ϵj = 1ならば
P

nb−1≤i≤nd
αix̃i(y) = 0 (∀y ∈ R0···0ϵj0···0(b, d))

と仮定する.

このとき
P

nb−1≤i≤nd
αixi は ϵj = 1となるすべての

(射影された)ライデマイスター移動の整数値不変量と
なる.



• 具体例 (R00010(2, 3)).
行列 (x̃i(rj)) (rj ∈ R00010(2, 3))を書く.
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→RIと strong RIIIの不変量 3 ✐− 3 ✐+ ✐
がでる (cf. [I.–Takimura, HJM 2015]).



今後の課題
• リー環の構造との対応
−→ 不変量作成自動化の効率化

-

[[x,y], z] - [x,[y,z]] - [[x,z],y] = 0

- = 0

- - = 0

• 他分野への応用



(RIが入った)球面曲線で面白いクラスの例
• RIと RIIIのクラス (Östlund予想)

• RI, weak RII, weak RIIIのクラス



• RI, weak RIIIのクラス
次は単射か？ (S. Kamada, Y. Nakanishi)

(1, weak 3) class -→ positive knot isotopy class

⇨

unknotでは 1対 1 [I.-Takimura, 2013]



• RI, weak RIIIのクラス
次は単射か？ (S. Kamada, Y. Nakanishi)

(1, weak 3) class -→ positive knot isotopy class

⇨

unknotでは 1対 1 [I.-Takimura, 2013]
dimVknot ! dimVpos.knot ! dimV(1,w3),curve



ご静聴ありがとうございました.

[[x,y], z] - [x,[y,z]] - [[x,z],y] = 0
- - = 0


