
On knot adjacency

伊藤康允 (埼玉大学大学院理工学研究科博士前期課程 2年)

2017年 12月 23日

概要

2002 年に N. Askitas と E. Kalfagianni によって, 2 つの結び目 K, W に対して K
が W に n-adjacent であるという関係が導入された. 本稿は, 任意の 2-bridge knot に
2-adjacent な 2-bridge knot を構成し, さらに trivial knot, trefoil knot, figure-eight knot
に 2-adjacentな 2-bridge knotを分類した. また 12交点以下の素な結び目から trivial
knot, trefoil knot, figure-eight knotに 2-adjacentな結び目のテーブルを作成したので予
想とともに紹介する.

1. 導入

本稿の主定理は 2つあり,定理 2.1と定理 2.3である. はじめに諸定義とこれまで
知られている諸定理を紹介する.

定義 1.1 (n-adjacent). ([1])結び目 K, W に対し, K が W に n-adjacent (n-隣接 )であ
るとは, K のある diagramに n個の交点が存在して,その任意の空でない部分集合で
交差交換したとき W の diagramになることである.

本稿では K が W に n-adjacentであることを K
n−→ W と表す. 特に断りがない限り

K, W は結び目とする.

例 1.2. 31, 41 は 01 に 2-adjacentである.
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図 1. 31
2−→ 01
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図 2. 41
2−→ 01

以下の主張は隣接性の定義からすぐに示される.

主張 1.3. n ≥ 2とする. K
n−→ W であるならば K

n−1−−−→ W であり,特に K
1−→ W である.

つまり, K
n−→ W であるならば K とW の gordian distanceが 1であることがわかる.

逆の関係W
n−→ K は一般には成り立たない.

本稿では K
2−→ W の場合のみを考え,以下のように記述する ([4]).

交点 c, dを含む結び目 K の diagramを D(c, d)と書き,交点 c, dで crossing change
をするとW の diagramが得られるとする. cで crossing changeをした交点を sc, cで
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c sc oc
図 3. α = 1

scc oc
図 4. α = −1

smoothingをした部分を ocと書く. 2-adjacentの定義から D(sc, d), D(c, sd), D(sc, sd)
は全て W の diagramとなる. 交点の符号を α B sign(c), β B sign(d)と表示する.
スケイン関係式を用いて計算することにより,多項式不変量について以下の定理が

成り立つ.

定理 1.4 ([4]). K
2−→ W とし, ∇K(z), VK(t), PK(ℓ,m) はそれぞれ K の Conway多項式,

Jones多項式, HOMFLY多項式を表す.
(1) ∇K(z) = ∇W (z) + αβz2∇D(oc,od)(z)
(2) VK(t) = (t2α + t2β − t2(α+β))VW (t) + αβtα+β−1(1 − t)2VD(oc,od)(t)
(3) PK(ℓ,m) = −(ℓ−2α + ℓ−2β + ℓ−2(α+β))PW (ℓ,m) + m2ℓ−(α+β)PD(oc,od)(ℓ,m)

定理 1.4 (1)より以下の系が成り立つ.

系 1.5 ([4]). an(K)を K の Conway多項式の n次の係数とする.
(1) a2(K)=a2(W) + αβ⇔ D(oc, od): 結び目
(2) a2(K)=a2(W)⇔ D(oc, od): 3成分の絡み目

さらに, Conway多項式, HOMFLY多項式については以下の定理が知られている.

定理 1.6 (Theorem3.2 in [4]). K
2−→ W, a2(K) = a2(W)とする.

a4(K) = −αβlk2(D(oc, od)) + a4(W)

定理 1.7 (Corollary 5.4 in [4]). K
2−→ W, a2(K) = a2(W) + αβとする.

(1) α = β = ±1⇔ p0(K) = −p0(W)(ℓ−4α + 2ℓ−2α)
(2) αβ = −1⇔ p0(K) = −p0(W)(ℓ−2 + 1 + ℓ2)

定理 1.8 (Corollary5.7 in [4]). K
2−→ W とする.

PK(e
πi
6 , 1)

PW (e
πi
6 , 1)

=

{
1 or αi

√
3 (αβ = 1)

±1 or − 3 (αβ = −1)

本稿で証明は与えないが,結び目の符号に関して以下の定理を示した.

定理 1.9 (I.). K
2−→ W, det(K) > det(W), W は cosmetic crossing conjectureを満たすと

する.
(1) α = β = ±1⇔ σ(K) = σ(W) ∓ 2
(2) αβ = −1⇔ σ(K) = σ(W)

2. 主定理

2.1. 主定理 1. 近年まで 2-bridge knot K, K′ で K
2−→ K′ となる例が, 31

2−→ 01, 41
2−→ 01

しか見つかっていなかった (例 1.2). 2016 年に鳥巣氏は (2, p) トーラス結び目に 2-
adjacentな 2-bridge knotを構成したが ([7]), 定理 2.1は任意の 2-bridge knot (または
link)の場合にも構成できることを示している.
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定理 2.1. S (r, s)を任意の 2-bridge knot (または link)とする. このとき,

S (r(4r2 − αβ), s(4r2 − αβ) − 2αr)
2−→ S (r, s)である.

Proof. S (r, s)を Conway表示が C(a1, · · · , an)である 2-bridge knot (または link)とす
る. このとき, Conway表示が C(a1, · · · , an, (−1)n−12α,−an, · · · ,−a1, 2β, a1, · · · , an) (α,
β ∈ {±1}) である 2-bridge knot (または link) は C(a1, · · · , an)に 2-adjacent である. 実
際,図 5,図 6において,赤い円のところで crossing changeをすればよい. また α, βの
符号と交点の符号は一致する.
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図 5. nが奇数の場合の S (p, q)と S (r, s)の diagram.
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図 6. nが偶数の場合の S (p, q)と S (r, s)の diagram.

C(a1, ..., an, (−1)n−12α,−an, ...,−a1, 2β, a1, ..., an) ≈ S (r(4r2−αβ), s(4r2−αβ)−2αr)で
あることは,連分数を計算することで示される. □

S (r(4r2 − αβ), s(4r2 − αβ) − 2αr)を S (p, q)と書く.
S (p, q)の構成方法から, S (r, s)を一つ決めたときに符号 α, βの取り方が 4つある

が,異符号を取るとき,つまり α = 1, β = −1と α = −1, β = 1を取ったときの結び目
は互いに同値な結び目になる. 同符号のときは一般には同値な結び目にはならない.
よって, S (r, s)に 2-adjacentな 2-bridge knotを高々3つ構成できる. それらは以下

の性質をもつ.

命題 2.2. (1) S (r, s) を両手型結び目とすると, S (r(4r2 − 1), s(4r2 − 1) + 2r) ≈
S ∗(r(4r2 − 1), s(4r2 − 1) − 2r)

(2) ∇S (p,q)(z) = ∇S (r,s)(z)(1 + z2∇2
S (r,s)(z))

(3) VS (p,q) = VS (r,s)(t2α + t2β − t2(α+β) + αβtα+β+1(1 − t)2VS (r,s)VS ∗(r,s))
(4) c(S (p, q)) = 3c(S (r, s)) + 2
ここで, S ∗(·)は S (·)の鏡像, c(K)は K の交点数を表す.
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(1)は S (r, s)が両手型のとき, α, βに同符号を取ったときの結び目が鏡像の関係に
あることを示している. よって knot typeとしては高々2つしか存在しないことが示さ
れる.

(2), (3)では S (p, q)の多項式は S (r, s)の多項式で割り切れることを示している. こ
れは 3章で述べる予想 3.2を満たしている.

2.2. 主定理 2. 2004年に鳥巣氏は 2-bridge knotから 01 に 2-adjacentな knotを分類し
た ([5]). 本研究ではさらに 31, 41 に 2-adjacentな knotを分類した.

定理 2.3. S (p, q)を 2-bridge knotとする.

(1) S (p, q)
2−→ 01 ⇔ S (p, q) ≈ 01, 31 または 41

(2) S (p, q)
2−→ 31 ⇔ S (p, q) ≈ 31, 11a175, 11a176 または 11a306

(3) S (p, q)
2−→ 41 ⇔ S (p, q) ≈ 41, S (495, 188)または S (505, 212)

定理 2.3 (1)について, [5]の別証明を与えている.

定理 2.3の証明方針. 十分性. 定理 2.1より, S (r(4r2 − αβ), s(4r2 − αβ)− 2αr)
2−→ S (r, s)

である.
01 の場合. r = 1, s = 0を代入すると S (4 − αβ,−2α)

2−→ 01.
a αβ = 1のとき, 31 となる.
b αβ = −1のとき, 41 となる.

31 の場合. r = 3, s = 1を代入すると S (3(36 − αβ), 36 − αβ − 6α).
a α = β = 1のとき, S (105, 29) ≈ 11a306 となる.
b αβ = −1のとき, S (111, 31) ≈ 11a176 となる.
c α = β = −1のとき, S (105, 41) ≈ 11a175 となる.

41 の場合. r = 5, s = 2を代入すると S (5(100 − αβ), 2(100 − αβ) − 10α).
a αβ = 1のとき, S (495, 188)となる.
b αβ = −1のとき, S (505, 212)となる.

必要性. 2つの 2-bridge knotが 2-adjacentであるための必要条件を与えた.

定理 2.4. S (p, q), S (r, s)を 2-bridge knotとする. このとき,

S (p, q)
2−→ S (r, s) =⇒ S (p, q) ≈ S (r(2rℓ ± 1), s(2rℓ ± 1) + 2r) (ℓ ∈ Z)である.

これは, [6]での議論を応用することにより得られた.
まず定理 2.4の ℓについての場合分けを行い 2-bridge knotを構成する. そして定理

1.5, 定理 1.6, 定理 1.7, 定理 1.8, 定理 1.9を用いることにより上記の結び目以外はそ
れぞれ 2-adjacentでないことが示せる. □

3. テーブルと予想

本章では 01, 31, 41に 2-adjacentな 12交点以下の素な結び目で現在見つかっている
ものの情報をテーブルにまとめている. σ(K), det(K)はそれぞれ K の符号,行列式を
表している. さらに, 2-adjacentの関係を与える交点を表した結び目の表も紹介する.

01 に関しては, 10交点以下において A. Stoimenowと Z. X. Taoにより 10114,10119
を除き分類がされていたが ([2],[3]),定理 1.5と定理 1.9を用いることで, 10114 が 01
に 2-adjacentでないことが示せた. よって 10119 を除き完全に分類されている.

31, 41 に 2-adjacent な 10 交点以下の素な結び目はそれ自身のみとされていたが
(Section 6.2, Section 6.3 in [4]), 31 については 818 と 10163, 41 については 940 という反
例が見つかったので,改めて以下の定理を証明した.
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定理 3.1 (I.). K を 10交点以下の素な結び目とする.

(1) K
2−→ 31 ⇔ K ≈ 31, 818 または 10163

(2) K
2−→ 41 ⇔ K ≈ 41 または 940

詳細は省略するが, gordian distanceが 1でないこと,定理 1.5,定理 1.6,定理 1.7,定
理 1.8,定理 1.9などを用いることで証明できる. なお 11交点以上の結び目に対して
の証明は行っていない.
最後に,本研究を通して得られた予想を紹介する.

予想 3.2 (I.). K
2−→ W とする.

(1) ∇K は ∇W で割り切れる.
(2) det(K) = det(W)(4m2 ± 1) (∃m ∈ Z)を満たす.
(3) S (p, q), S (r, s)を 2-bridge knotとする.

S (p, q)
2−→ S (r, s)⇔ S (p, q) ≈ S (r(4r2 − αβ), s(4r2 − αβ) − 2αr) (α, β ∈ {±1})

また (1), (2)は次のように言い換えることができる.
(1)’ ∇D(oc,od) は ∇W で割り切れる.
(2)’ det(D(oc, od)) = det(W)m2 (∃m ∈ Z)を満たす.

(1), (2)は以下のテーブルの結び目や,他に見つかっている結び目に対して成り立つ.
(3)の十分性については定理 2.1より成り立つ. また, S (r, s) ≈ 01, 31, 41 の場合は

定理 2.3より成り立つ.
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K Conway notation Conway polynomial |σ(K)| det(K)
31 [3] 1 + z2 2 3
41 [22] 1 − z2 0 5
817 [.2.2] 1 − z2 − 2z4 − z6 0 37
1088 [.21.21] 1 − z2 + 2z4 − z6 0 101

11a289 [8*20.2:.2] 1 + z4 + 2z6 + z8 0 145
12a1008 [.31.31] 1 − z2 − 4z4 − 4z6 0 197
12a1249 [10*2:::.2] 1 − 4z6 − 4z8 − z10 0 257

Table 1. K(alternating)
2−→ 01

K Conway notation Conway polynomial |σ(K)| det(K)
821 [21;21;2-] 1 − z4 2 15
944 [22;21;2-] 1 + z4 0 17

10136 [22;22;2-] 1 − z4 2 15
10156 [-3:2:20] 1 + z2 + 2z4 + z6 2 35
11n084 [22;22;21-] 1 + z2 − 2z4 2 35
11n125 [-211:20:20] 1 + z6 2 63
12n275 [.2.-21.220] 1 − z2 + 2z4 0 37
12n392 [-3:21:210] 1 + z2 − 2z4 + z6 2 99
12n464 [9*2.-210] 1 − z4 2 15
12n482 [-211:21:20] 1 − z6 0 65
12n483 [10**-2-1] 1 − z4 2 15
12n650 [8*-210.20.-20] 1 + z4 0 17
12n831 [2.2.-3.2.2] 1 + z2 − 2z4 − 3z6 − z8 2 99

Table 2. K(non-alternating)
2−→ 01

K Conway notation Conway polynomial |σ(K)| det(K)
31 [3] 1 + z2 2 3
818 [8*] (1 + z2)(1 − z4) 0 45

10163 [8*-30] (1 + z2)(1 + z4) 2 51
11a175 [2113112] (1 + z2)(1 + z2 + 2z4 + z6) 0 105
11a176 [3112112] (1 + z2)(1 − z2 − 2z4 − z6) 2 111
11a306 [3111113] (1 + z2)(1 + z2 + 2z4 + z6) 4 105
11a332 [9*.2:.2] (1 + z2)(1 + z6) 0 189
11n164 [2.2.-2.20.20] (1 + z2)(1 − z4) 4 45

Table 3. K
2−→ 31

K Conway notation Conway polynomial |σ(K)| det(K)
41 [22] 1 − z2 0 5
940 [9*] (1 − z2)(1 − z4) 2 75

11a297 [9*:20.20] (1 − z2)(1 + z2 − 2z4) 2 175
11n165 [8*2.20.-20] (1 − z2)(1 + z4) 0 85
12a1152 [10**20::.20] (1 − z2)(1 − z6) 0 325
12n847 [9*-40] (1 − z2)(1 − z4) 2 75

Table 4. K
2−→ 41
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